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1.1 Definition und Rechenregeln

Holomorphie 1

Rechnen mit komplexen Zahlen 1

1.1 Definition und Rechenregeln

Die komplexen Zahlen sind beim Losen von Gleichungen entdeckt worden, deren Grad grofier gleich
zwei ist. Zum Beispiel hat die Gleichung 2:? + 1 = 0 im Reellen keine Losung. Dabei mufte eine Zahl
definiert werden, welche Ausdriicke wie \/—1 oder —1 = 2? zulassen. Da es in R aus Symmetrie-
griinden keine Zahl z gibt welche diese Bedinung erfiillt, wurde die Menge der komplexen Zahlen C
eingefiihrt.

Definition: Komplexe Zahlen C
Der Korper R ist ein Unterkorper von C, (C := RXR). Fiir C gelten die Folgenden
Rechenregeln:

(a,b) + (¢,d) := (a + ¢, b+ d) (1)
(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc) (2)

Mit a, b, ¢,d € R. Dabei sind (1, j) eine Basis von C und bilden ein Karthesisches
Koordinatensystem. Es gilt j* = —1.

So kann man eine komplexe Zahl als Vektor schreiben:
z=a+jb

Die Addition zweier komplexer Zahlen z, und z; ist dquivalent zur zweidimensionalen Vektoradditi-
on:

zo=a+jb ,z1=c+jd
2o+ 21 = (a+c)+jb+d)

Das konjungiert Komplexe z einer komplexen Zahl z bekommt man durch Spiegelung an der reellen
Achse

z=a+jb
Z=a+j(-b)
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»LL 1.1 Definition und Rechenregeln

Im Im(2)
A A
z
20 + 21
21 Re (Z )
<0
z
Re
Addition zweier komplexer Zahlen Das kunjungiert Komplexe Z von z

Dabein sind Realteil Re und Imaginéarteil Im einer komplexen Zahl z definiert als:
z=a+jb Re(z)=a Im(z)=0

Wie man sieht haben komplexe Zeiger eine Lange (dquivalent zur euklidischen Norm in zweidimen-
sionalen Raum). Somit ist der Betrag |z| einer komplexen Zahl z:

|z| =+V2Z  |z| € R4

Es stellt sich nun die Frage, wie man das Inverse z ' zu einer gegebenen Zahl = bildet. Hierfiir eignet
sich der folgende Ausdruck:

-1 z

& =
|22

NI

Man erhilt also das inverse Element zu z in dem man dessen konjungiert Komplexes bildet und die
Lange mit dem Quadrat der Lange von z dividiert.

Im Im

Inverses Element einer komplexen zahl z Lnge |z| von z
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1.1 Definition und Rechenregeln

-

Als nédchstes wird die Multiplikation genauer betrachtet. Sie ist zwar zu Anfang definiert worden,
jedoch weit entfernt von einer guten Vorstellung was dort genau passiert. Die anschauliche Vorstellung
zur Multiplikation zweier komplexer Zahlen erhdlt man durch das Betrachten folgender Ausdriicke:

z=a+jb
B z z . a+jb
z—\z|-m ,mit \z|_x+jy_\/ﬁ ist
b
= a ,und 1y =

Dabei ist ;7; der normierte Vektor mit der Lange 1. Nachweis wobei Im senkrecht auf Re:

2 2
x2+y2=1:Re<Z> +Im <z>
|| ||

mit dem Koordinatenursprung und der Projektion auf einer der beiden
i\twmkhges Dreieck (dquivalente Aussage zu Re steht senkrecht auf Im) mit

z

Somit bildet der Zeiger
Koordinatenachsen ein rec
der Lange 1.

Und somit befindet sich jede beliebige Zahl % auf dem Einheitskreis.

x=cos(p) ,und y= sm(ap) mit @ €[0---2n[ somit

7= |z|(cos(90) + jsin(y))

z= 2| = [2(z +gy)  also

Im Im

2 = |2 (cos(p) + jsin(p))

P2 = @o+¥1

sin(y) P
Z9 = 20 21

| t
k cos(p) 1 Re 1 Re
2= , .

= |20] - [21] (cos (o + 1) + Jsin(eo + ¢1))

z als Kugelkoordinaten Multiplikation zweier komplexer Zeiger zy und z;

zy = 20 - 21 = |20] (cos(o) + jsin(po)) - |21] (cos(p1) + jsin(e1))
= [20] - [21] (cos(o)cos(p1) — sin(po)sin(p1) + j (cos(po)sine(pr) + sin(po)sin(p:)))
= |20| - |21 (cos(wo + @1) + Fsin(eo + ¢1))
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1.2 Die Konvergenz von Folgen und Reihen

Definition: Komplexe Zahl in Kugelkoordinaten

Jede komplexe Zahl z kann als Drehstreckung des reellen Einheitsvektors 1 + j0
geschrieben werden. Dabei wird um das Argument von z (arg(z)) in positiver ma-
thematischer Richtung gedreht und dann um den Betrag von z (|z| = abs(z))
gestreckt.

|z| = Abs(z) = \/Re(z)2 +Im(2)? = Arg(z) = tan™' <ITZ<Z)) (3)

2 = |2 (cos(p) + jsin(p)) (4)

Definition: Multiplikation
Zwei komplexe Zahlen werden multipliziert, in dem man ihre Betrdge multipli-
ziert und ihre Winkel addiert.

zy = 20+ 21 = |20] - |21] (cos(wo + 1) + jsin(wo + 1)) (5)

Die Multiplikation sowie die Rechenregeln fiir die trigonometrischen Funktionen
lassen sich noch besser durch Potenzreihen beschreiben oder genauer mit der
komplexen Exponentialfunktion aufgefasst als Drehzeiger. Dies hier ist also ein
kleiner Vorgriff.

1.2 Die Konvergenz von Folgen und Reihen

Der Konvergenzbegriff von Folgen und Reihen ist die Grundlage fiir stetige Funktionen. In einem ers-
ten Schritt wird eine Folge definiert.

Definition: Folge
Eine Folge ist eine geordnete Menge von Zahlen. Jeder natiirlichen Zahl n € N
wird eine Zahl zugeordnet.

21,22, 3 e e ey By e e s (6)
oder

{z1} k=1,2,... (7)

Dabei ist jedes z,, ein Glied der Zahlenfolge.

Oft ist es so, dass man in der Natur nur die Anderung eines Sachverhalts messen kann, und man
fragt sich, wie sich der Sachverhalt weiterentwickeln wird unter einer bestimmten Randbedingung.
Gegeben sei folgende Entwicklung. Es wird eine Grofie 2, gemessen. Nun stellt man fest dass sich 2
immer halbiert, zum beispiel iiber einem konstanten Zeitschrit,Ortsschritt,Farbschritt etc. gemessen.
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1.2 Die Konvergenz von Folgen und Reihen

-

Also z,,1 = % Es gilt also:

2o = Gemessene Grofde

1

zZ1 = Zoi
11

= 7, ==

%) 022
111
%87 20559
1111
— Zy=o-=
T 2055999

1

Zn = 027

Welchen Wert wir am Anfang fiir z, gemessen haben scheint nicht so wichtig zu sein, da wir die Folge
berechnen kénnen und anschlieffend mit der gemessenen Grofle Z, multiplizieren konnen, ohne das
Ergebnis zu verandern. Deshalb setzen wir 2z, = 1. Wir erhalten die Folge:

1 1111 1
<2> = TE163 (8)
n€Nso
Z4 23 z2 21 <0
—— i i i -
11 1 1 1
16 8 4 2

Schaut man sich die Folge 8 an so stellt man zum Beispiel fest, dass das n-te Element beliebig klein
werden kann. Das heifst man kann zu jedem € > 0 immer ein N finden, sodass das dazugehorige N-te
Glied kleiner ist als das € € R, . Sind auch alle weiteren Glieder mit n > N kleiner als € so nennt man
die Folge eine Nullfolge.

Definition: Nullfolge
Eine Zahlenfolge ist eine Nullfolge wenn es zu jedem € > 0 eine natiirliche Zahl
N gibt, so dass
|zn| <€  furalle n>N 9)
| Wenn alle Glieder der Folge mit n > N innerhalb des Kreises mit Radius € > 0
liegen, dann ist die Folge eine Nullfolge. Dabei kann € beliebig klein gewdahlt
/ € werden mufs aber groier Null sein. Unsere Beispielfolge 8 aus dem Reellen wiir-
> de man im komplexen wohl iiber den Betrag einer komplexen Zahl definieren.
\/ Also 7,41 = 3. Man erhilt Kreise, deren Radius sich fiir jedes n halbiert. Eine
solche Folge ist ein Beispiel fiir eine Nullfolge im Komplexen.

Definition: Grenzwert oder Konvergenz einer Folge gegen eine Zahl
Eine Folge konvergiert gegen eine komplexe Zahl z, falls die differenzenfolge 2, —

2,21 — %,%9 — %, ... eine Nullfolge ist. Man schreibt:
z = lim z, oderauch  z, —» 2z fir n— oo (10)
n—oo
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1.2 Die Konvergenz von Folgen und Reihen

A Eine Folge konvergiert gegen eine Zahl z wenn es zu jedem ¢ ein IV gibt, so dass
alle Differenzen von z, — z mit n > N innerhalb des Kreises mit Radius ¢ um z
liegen. Auch hier darf e beliebig klein gewahlt werden aber nicht null sein.

>
>
Re

Wir stellen uns vor, die Folge 8 sei eine Wachstumsrate.

Wenn wir die einzelnen Werte der Folge z,, tiber
n auftragen, so liegt ein Zusammenhang mit den
uneigentlichen Integralen sehr nahe. Da wir jetzt
aber noch keinen Integralbegriff haben, verschie-
ben wir diese Ansicht auf spater.

Das Wachstum halbiert sich also in jedem Schritt n. Um nun zu wissen, wie weit das wachstum fiir ein
festes n = N fortgeschritten ist, miissen wir die einzelnen Glieder der Folge aufsummieren. Wenn wir
also von C; angefangen haben zu messen, dann erhalten wir folgende Entwicklung fiir fortlaufende n:

AN |
Co—i—zﬁ (11)
n=1

Somit entsteht eine neue Folge .S, die Folge der Partialsummen in dem man Cj, = 0 setzt.

S, i=zg+z1+2+ -+ 2, (12)
In unserem Beispiel ergibt sich also:
1
Sl—i
1 11
=515
o1, 11 111
T2 7227 222
"1
Sn: -
7

Sl Sz 53 S4SOO

I I I I I >

|

1

1 1 1 1 1 1 _
0 3 3t stat o to=1

Diese Folge S,, wird nun Reihe genannt, welche der Folge z,, zugeordnet ist. Also lautet die der Folge
8 zugeordnete Reihe:

"1
Sy =

- 9i
i 2

Auch hier schaut es so aus, als liefse sich ein In-
tegralkriterium entwickeln. Man erkennt, dass es
sich dann aber um nicht ganzzahlige n handeln
muss, um die Werte zwischen zwei ganzzahligen
n stetig fortzusetzen.

Rein intuitiv sieht man, dass die Reihe auf der einen Seite die Zahl 1 nie erreicht fiir endliche n, aber
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»k 1.3 Wurzelfolgen

ihr beliebig nahe kommt je grosser die Zahl n gewahlt wird.
Die Reihe S, kann natiirlich wieder als Folge aufgefasst werden, wofiir wir die Konvergenz bereits
definiert haben. Konvergiert die Reihe so schreibt man:

n—oo i

S := lim S, szzl (13)
=1

Konkret bedeutet das, dass die Reihe gegen die Zahl S konvergiert, wenn S — §,, eine Nullfolge ist. Da
hierfiir die Zahl S endlich sein muf ist eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe
gegeben durch:

lim z, =0 (14)

n—oo

Wobei hier z,, die Folge ist, mit welcher man eine Reihe S,, gebildet hat.

Definition: Notwendige Bedingung fiir die Konvergenz eine Reihe
Die Reihe S,, konvergiert nur dann, wenn ihre Folge z, das Kriterium:

lim z, =0 (15)

n—oo

erfiillt.

1.3 Wurzelfolgen

Eine der dltesten und grundlegensten Folgen der Mathematik ist die Wurzelfolge oder das babyloni-
sche Wurzelziehen. Die Folge 143t sich aus einer einfachen geometrischen iiberlegung herleiten.

Gegeben ist ein Rechteck mit den beiden Seiten-
langen o € R und ¥y € R und dem Fldchen-
inhalt A. Wenn es uns nun gelingt, das Rechteck
so zu verdndern, dass aus dem Rechteck ein Qua-
drat wird ohne den Flacheninhalt des Rechtecks
zu verandern, so erhalten wir:

l’o:yo:\/z

Um nun die beiden Ausgangsseitenldangen x, yo
einander anzundhern wird einfach der Mittelwert
der beiden Seitenldngen berechnet.

p= @y =1 wy = 2% = 1.732...

Fiir ihn gilt:
R ZTo + Yo
! 2
- 1+ %
? 2
2z, it
T, ="—"" mit z,=y,
B Y

Um den Fldcheninhalt A nicht zu verdndern gilt fiir y;:

Yy = —
Ty
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1.5 Konvergenz der geometrischen Reihe

-

Und somit:
T+ IA
To = 72 L
Und wir erhalten die Wurzelfolge:
1 A
i1 = = | xp + — 16
s = (04 2 (16)

Genau mit der gleichen Vorgehensweise kann man auch die dritte Wurzel aus einer Zahl ziehen.

To + Yo + 20
$1:y1:f
1+ Y1+ 21
afgzyng
3z,

Um das Volumen A nicht zu verandern gilt fiir z;:

2’1: =

Und wir erhalten die Wurzelfolge fiir JA:

1 A

n

Wie man sieht kann man das auf die k-ten Wurzeln verallgemeinern:
1 A ) Vi
Tnt1 =7 (k= 1), + Y nhj{)lo T, = VA (18)

1.4 Harmonische Reihen

1.5 Konvergenz der geometrischen Reihe

Eine der wichtigsten Reihen der Mathematik ist die geometrische Reihe.

Definition: Konvergenz der geometrischen Reihe
Die geometrische Reihe konvergiert zu:

1 o0
172222”:1—}—24—22—}—23—1—...—1—2" (19)
n=0

mit|z| < 1 (20)
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1.6 Reihenentwicklung der Funktion f(z) = %

-

Beweis:

A+z2+22+22 4+ +2 1 -2)=1-2)+ (-2 + (> =2+ ...+ (" - 2"
(A4+z2+22+22+...+2")1—2)=1-2""
1_Zn+1

(1+z+z2+z3+...+z")_ﬁ

Nun wird die Bedingung |z| < 1 verwendet. Und zwar ist der Grenzwert der Folge lim,,_,., 2" —

Oftir|z| < 1 gleich Null.

Beispiel fiir z = 1:

Da die geometrische Reihe die nullte Potenz 2z = 1 + ... mit dazu nimmt, ist dies dquivalent zu dem

vorherigen Ergebnis.

1.6 Reihenentwicklung der Funktion f(z) =1

Der Term i hat besondere Eigenschaften. Man erkennt die Besonderheit zum Beispiel, wenn man ver-
sucht den Term zu integrieren: [ 2dz . Auf Grund der Basis der Gleichung 19 kénnen wir den Term

jedoch in einer Reihe entwickeln:

1 SO
1—w_n2=0w
mitlw| < 1 &

! N "z —1)" mit w=(—1)(z—
) =X mit w= (- e

Somit erhalten wir:

12 - 59
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1.7 Geometrische Reihe und Feedback

Definition: Reihenentwicklung von i
Der Term % lasst sich in einer Reihe Entwickeln:

% - Z(—l)"(z —1)" mit |1—2z <1 (21)

Insbesondere im Hinblick auf die Integrierbarkeit ist das ein Gewinn.

/idz = i (_1)7;51_11)%1 mit |1—z2<1e (22)
/idz _ i (_1)(11_171('2 B 1)n (23)

1.7 Geometrische Reihe und Feedback

Ein weiterer wichtiger Aspekt ist der Zusammenhang zwischen der geometrischen Reihe und riickge-
koppelten Systemen. Daher betrachten wir nun einen einfachen Signalflussgrafen mit Feedback:

. o y ir konnen folgende Gleichungen aufstellen:
N 4 Wir k folgende Gleichung fstell
N
y = Ax’
m l'/ =x+ By
B

N/

Durch Einsetzen erhalten wir:

y=A(x+ By) & (24)
y=Ar+ ABy & (25)
y(1-AB) =Ar & (26)
Az
— 2
V=T 4B (27)
Wie man sieht handelt es sich auch hier um die geometrische Reihe. Wir konnen also schreiben:
A
= 2
Y=1"a%® (28)
y=A (Z A"B") T (29)
n=0
(30)
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1.8 Herleitung der Eulerreihe und momentane Verzinsung

-

Wenn wir hierzu den Signalflussgrafen zeichnen erhalten wir:

@ B @ B @Bm
OO

ﬁ x o+ ABe ﬁ e+ ABe+ (ABPe 7N SN (AB) \ IR (AB) /\v:A SI(AB)s
Y, VAN N N A

Bei technischen Anwendungen ist die Variable B oft ein UnitDelay was oft ein gespeicherter Abtast-
wert darstellt. Mathematisch wird der Operator wie folgt beschrieben:

Definition: Unit Delay
Der Unitdelay operator kann im Zeitbereich definiert als

2 z;(n)] = 2;(n — k) (31)

Bei gleichbleibend diskreten Abtastwerten ist es also der k * Abtastzeit alte Wert
des Signals.

Spdter werden wir sehen, dass er sich mathematisch aus der diskretisierten
Laplacetransformierten entwickelt hat. Man bekommt Thn mit Hilfe des Verschie-
bungssatzes:

27k = kT (32)

Dabei ist s die unabhéngige Variable der Laplacetransformierten und 7' die Ab-
tastzeit.

Damit ist ein Riickgekoppeltes System ein System mit unendlichem Gedéchtnis. Auch hier zahlt die
hinreichende Bedingung fiir Stabilitat:

|AB| < 1 (33)

Nur damit erhilt man abklingende Werte fiir beliebige Eingangssignale nach dem Abschalten.

1.8 Herleitung der Eulerreihe und momentane Verzinsung

Gegeben ist ein Anfangsbetrag a(0) sowie ein Zinssatz p. Zu jedem diskreten Zeitpunkt ¢ soll nun neu
verzinst werden. Demnach entwickelt sich Betrag wie folgt:

a(0) = a(0)
a(1) = a(0) + a(0) * p = a(0) * (1 + p)
a(2) =a(l)+a(l)*p=a(0)* (14+p)+a(0)*(1+p)*xp=2a(0)*(1+p)*(1+p)
a(3) = a(2) +a(2) xp=a(0)* (1 +p)* (1 +p) +a(0) x (L +p) =« (1 +p)xp=a(0) x (1 +p) = (1 +p)*(1+p)

a(t+1) =a(t) +a(t) *p=a(0)* (1 +p)t

Damit gilt generell:
a(n) = a(0) * (1 +p)" (34)
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1.9 Offene und abgeschlossene Mengen

-

Wenn wir nun kontinuierlich verzinsen, also zu jedem Zeitpunkt, im Gegenzug aber den Zinssatz
gegen null gehen lassen erhalten wir die eulersche Zahl:

n—00 n

e = lim <1+1>n (35)

Diesen Ausdruck betrachten wir nun etwas genauer. Hierfiir verwenden wir den binomischen Lehr-
satz:

(a+b)" =3 (Z) a" kb (36)

Wir erhalten mita = 1 und b = %:

zn: (n) 1\* - n! 1\"
e = lim <) = lim R () (37)
n—oo £ k n n—o0 < k;l(n _ k;)l n

Der Term (7%1@)' kann auch geschrieben werden als:

n! nx(n—1)xn—2)x---x(n—k+1)xn—Fk)sn—k—1)sxn—k—2)x---x(n—n)

(n—k)! m—k)x(n—k—1)x(n—k—2)%---%x(n—n)

(ni!k)!:n*(n—1)*(n—2)*---*(n—k—l—1)

Mit dieser Umstellung erhalten wir:

o) ren(p) 22572 ) eeeeesn oy
:1+1+w(1>2+”3*(1_5)*(1_i)(1)3+--~+(1)n 39)

2! n 3!

(1-3) (=)= -3) 1\"
=114 3 +---+<> (40)

Zuletzt bilden wir den Limes und erhalten die anschauliche Darstellung der eulerschen Zahl:

Definition: Eulersche Zahl
Die Eulersche Zahl ergibt sich auf natiirliche Weise aus der momentanen Verzin-
sung:

n—oo n 21 3! 4! n!

n=0

1\" 1 1 1 < 1
e = lim (1+> :1+1+f+f+f+...zzf (41)

1.9 Offene und abgeschlossene Mengen

Eine komplexe Menge D heift offen, falls man in jedem Punkt der Menge einen Kreis mit einem Radius
grofler Null zeichnen kann, welcher noch ganz in D enthalten ist. Konkret bedeutet das, dass man den
Rand der Menge als Grenzwert definiert, wobei der Grenzwert selbst nicht mehr Bestandteil der Menge
ist.
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1.10 Stetigkeit

Definition: Offene Menge
Eine Menge D heifit offen, falls es zu jedem Punkt p € D eine Zahl € > 0 gibt so
dass die e-Umgebung:

U(p) :=2€R%la—p|<e

ganz in D enthalten ist.

Beispiel: Die Menge M, aller Punkte im inneren des Einheitskreises, wobei die Menge der Punkte des
Einheitskreises nicht Bestandteil der Menge sind, ist offen.

Mo :=2€C;lz| <1

Definition: Abgeschlossene Menge
Eine Menge D heifst abgeschlossen, wenn ihr Komplement offen ist, oder wenn
sich der Grenzwert des Randes Bestandteil der Menge ist.

Beispiel: Die Menge M, aller Punkte im inneren des Einheitskreises, wobei die Menge der Punkte auf
dem Einheitskreises Bestandteil der Menge sind, ist abgeschlossen.

My:=2€C;z| <1

1.10 Stetigkeit

Die Stetigkeit ist eine Eigenschaft, welche eine Funktion innerhalb ihres Definitioinsbereiches D erfiil-
len kann.

Sie ist auf zwei unterschiedlichen Betrachtungsebenen definiert welche jedoch das Selbe bedeuten. Die
€ — 0-Stetigkeit ist ein Einschlusskriterium.

Um die Stetigkeit in einem Punkt p zu priifen wahlt man zuerst ein € > 0 und zeichnet einen Kreis um
den Punkt f(p) mit Radius e. Nun muss es einen Kreis mit dem Radius § > 0 um p geben, so dass alle
Punkte welche sowohl im Kreis mit dem Radius 6 um p, als auch im Definitionsbereich z € D liegen
ganz ins innere des Kreises um f(p) mit dem Raidus € abgebildet werden.

Man kann also die Werte |f(z) — f(p)| in einem Kreis mit dem radius € einschlieBen durch geeignete
Wahl der Punkte um p durch den Radius §. Insbesondere kann man das € um den Punkt f(p) unend-
lich klein fordern, und es muss ein J dazu geben.

Definition: e-0-Stetigkeit einer Funktion
Eine Funktion f(z) ist stetig im Punkt p falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert fiir
welches gilt:

Wenn |f(z) — f(p)| <e  danngibteseind |z —p| <9, z,p€ D
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1.11 Eingenschaften von Funktionen

Im z Im w:f(z)zi

Weil es oft sehr wichtig ist, dass man das € beliebig klein fordern darf kommen wir auf eine zweite
Definition der Stetigkeit, das Folgenkriterium. Wir haben gesehen dass eine Folge p,, gegen eine Zahl
p konvergiert, wenn die Differenzenfolge p,, — p eine Nullfolge ist. Da eine Folge konvergiert, wenn
Ihre Betrage konvergieren erhatlen wir:

limn%oo ’pn - p| —0

Wenn wir nun zeigen kénnen dass lim,,—,~ f(p,) = f(p) dann ist die Funktion f im Punkt p stetig.

Definition: Stetigkeit einer Funktion (Folgenkriterium)
Wenn fiir jede Folge mit der Eigenschaft:

limy s ooDn — P

gilt:

limn—mof(pn) - f(p)

Dann ist die Funktion im Punkt p stetig. Insbesondere sind Konvergenzpunkte
eindeutige Punkte.

Das Problem am Folgekriterium ist, dass man hier fiir jede mogliche Folge beweisen miisste, dafiir
kann man oft leicht einen Gegenbeweis erbringen.

1.11 Eingenschaften von Funktionen

Funktionen oder Abbildungen haben bestimmte Eigenschaften. Merkmale einer Funktion sind unter
anderem Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit. Diese Eigenschaften werden hier definiert.
Wenn jedes Element des Definitionsbereiches einer Funktion auf genau ein Element des Abbildungs-
bereiches fillt,dann ist die Funktion injektiv.
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Definition: Injektivitat
Eine Funktion f : D — F ist injektiv falls gilt:

Wenn : 21 # 2y 21,29 € D

Dann gilt:  f(z1) # f(2)

Surjektivitd ist eigentlich eine Eigenschaft, welche man oft schon implizit annimt. Sie besagt, dass wenn
eine Funktion durch das Abbilden ihres Definitionsbereiches D jedem Element des Ergebnisbereiches

F mindestens ein Element zuordnet, dann ist die Funktion surjektiv.

Definition: Surjektivitit
Eine Funktion f : D — F'ist surjektiv falls gilt:

f(D)=F

Die Bijektivitdt ist nun eine Kombination von beidem.

Definition: Bijektivitat
Eine Funktion f : D — F ist bijektiv falls sie injektiv und surjektiv ist

1.12 Stetigkeit der Funktion 1 in C*

Das Symbol C* steht fiir die in dem Punkt 0+ 50 = 0 gelochte komplexe Ebene. Es ist leicht einzusehen

dass gelten muss:

Definition: Stetigkeit der Funktion £ in C*
Die Funktion:

C*—=C

ist in der in 0 gelochten komplexen Ebene stetig.

Die Reihenentwicklung der Funktion i ist kein Polynom, sondern eine unendliche Reihe.

1.13 Stetigkeit von Polynomen
Jedes Polynom der Form:

P(z)=ap+ a1z +asz+azz+ ...+ a,z"

ist stetig. Das ist ein Resultat aus den Stetigkeitssatzen:

18 - 59
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1.15 Zusammensetzung zweier Potenzreihen

Definition: Stetigkeitssitze
Die Summe, Differenz und das Produkt zweier stetiger Funktionen sind stetig.
Polynome haben im Gegensatz zu Reihen einen endlichen Grad n

1.14 Zusammensetzung zweier Funktionen

Gegeben sind zwei Funktionen f und g:
f:Dy =Wy und  g: D, — W, (44)
Dabei bildet die Funktion f ihren Definitionsbereich D auf ihren Wertebereich W; = f(Dy) ab, und
die Funktion g bildet ihren Definitionsbereich D, auf ihren Wertebereich W, = g(D,) ab.
Wenn gilt:
Wf cD g (45)

Also wenn der Wertebereich von f im Definitionsbereich von g enthalten ist, dann kann man eine
Zusammensetzung definieren:

b(z) = g(f(2)) (46)

Definition: Stetigkeit von zusammengesetzten Funktionen
Die Zusammensetzung zweier stetiger Funktionen ist stetig.

Gegeben ist eine Funktion f : Dy — W welche keine Nullstellen hat. Dann ist auch die zusammen-
gesetzte Funktion:

1
7D Wy (47)

setetig. Wenn also g(z) = £ : C* — C, dann gilt:
Wf - Dg (48)

genau dann, wenn Wy = f(Dy) keine Nullstellen hat.

Definition: Unstetigkeitsstellen einer Rationalen Funktion
Polstellen sind die einzigesten Unstetigkeitsstellen rationaler Funktionen.

£2) a2’ + a1zt + a2 + ...+ a, 2"
zZ) =
boz? + b1zt + be2? 4+ ... 4 b, 2"

(49)

Die Nullstellen des Nennerpolynoms sind Polstellen des zusammengesetzten Po-
lynoms.
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-

1.15 Zusammensetzung zweier Potenzreihen

Es sollen nun zwei Potenzreihen P(z) und Q(z) mit Q(0) = 0 gegeben sein.

P(2) = ag + a1z + ax2® + asz® + asz* + . .. (50)
Q(z) = biz + az2” + b32° +bez* + ... (51)

Gesucht sind die Koeffizienten ¢,, der Potenzreihe Z(z) = P(Q(z)).

Z(2) = P(Q(2)) = co+ 12+ caz® + c32® +cuz* + ... (52)

Dadurch dass ein Polynom all durch seine Ableitungen bestimmt ist, verwenden wir den Ansatz:
Z™(0) = P(Q(0))™ (54)

Wir entwickeln also das Polynom Z(z) um den Entwicklungspunkt 0.

co = P(Q(0)) = aq (55)
1 = P(Q(0))Q(0) = arby (56)
26, = P(Q(0)) (Q'(0)) + P'(Q0)Q"(0) = 2asb} + 2a;b, (57)

"

6es = P'(Q(0) (Q'(0)) +3P"(Q(0)Q'(0)Q"(0) + P (Q(0))Q

1"

(0) = 6a3b:f + 12@21)162 + 6a1b3

(58)
(59)

Somit lauten die Koeffizienten des zusammengesetzten Polynoms Z(z) = P(Q(z)):
Z(Z) = ag + alblz + (agb? + alb2)22 + (G{),b? + 2&2()1()2 + a1b3)23 + ... (60)

1.16 Umkehrfunktion

Eine Funktion f ist eine eindeutige Abbildung. Das bedeutet, dass sie jedem Element aus ihrem Defi-
nitionsbereich D ein Element aus ihrem Wertebereich W; zuordnet. Man schreibt dann:

[:Dy > Wpo—y (61)

Eine Funktion ordnet also jedem x genau ein y zu. Dabei konnen aber zwei unterschiedlichen z, z,
dem Selben y-Wert zugeordnet werden, oder allgemein gilt:

n unterschiedlichen {z, } konnen genau einem Wert y zugeordnet werden. Jedoch darf unter keinen
Umstdnden einem z zwei unterschiedlichen y;, y» zugeordnet werden.

Definition: Funktion
Eine Funktion ist eine Eindeutige Abbildung des Definitionsbereichs D auf ihren
Wertebereich W.

f:Dy—=Wprx—y
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1.16 Umkehrfunktion

Als Beispiel schauen wir uns ein Polynom dritten Grades in R an :
f(x) =ax® +bx® + cx +d

Wir fordern von dem Polynom zwei Extrema. Ein Maxima bei
f(1) = 32 und ein Minima bei f(2) = 4.

F(1) =32

)
F@)
f2)
f'2)

Wir haben also vier Gleichungen fiir die vier unbekannte a, b, c,d
womit wir die Koeffizienten erhalten:

0
4
0

f(x) = 562 — 2522 + 3362 — 108

An dem grauen Bereich kann man gut erkennen, dass einige  mehr-
fach auf die Zahlen wischen [4; 32] abgebildet werden.

Da mehrfache Abbildungen des Definitionsbereiches D, auf den Wertebereich W zuldssig sind, und
kein = zwei verschiedenen y zugeordnet ist, ist f(z) eine Funktion. Die Funktion f(z) ist aber auf
Grund des grauen bereiches nicht 1n]ekt1V Wir wollen uns jetzt zwei Dinge klar machen:

1) Die Zusammensetzung b(z f(l - ist auflerhalb der Nullstellen von f (2) stetig.

2) Die Zusammensetzung b(z ist nicht die Umkehrfunktion von f(z).

Die erste Behauptung folgt unm1tte1€>ar aus dem Satz fiir zusammengesetzte Funktionen und der Ste-
tigkeitvon f(z) =1 mit z e C".

Fiir die zweite Behauptung miissen wir erst die Umkehrfunktion charakterisieren.

Definition: Umkehrfunktion
Gegeben ist eine Funktion f(z) : D; — W;. Dann gilt fiir die dazugehorige Um-
kerhfunktion f~!: Dy-1 — Wj-1:

f(f_l(zl)) =z zn €Wy,
[ f(2) =2 = €Dy

Die Umkehrfunktion bildet also den Wertebereich W auf den Definitionsbereich
D f ab.

Weil die Umkehrfunktion eine Funktion ist, muss diese Umkehrung, also das Abbilden von W auf Dy
eindeutig sein. Hierfiir muss die Funktion f : D; — W/ injektiv sein. Da unsere Beispielfunktion auf
Grund der Werte im grauen Bereich 4 < y = f(x) < 32 diese Eigenschaft nicht erfiillt, kann es keine
globale Umkehrfunktion geben, welche auf ihrem gesamten Definitionsbereich stetig ist.

Wenn wir jedoch den Definitionsbereich in mehrere Defintionsbereiche { Dy o, Dy 1, Do 2} zerlegen, so
konnen wir injektive Teilbereiche Bestimmen. Wir betrachten nun nocheinmal das Abbild unserer Bei-
spielfunktion:

Funktionentheorie 21 - 59 V0.0B0.0, 6. Dezember 2017
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Wir konnen nun die drei Definitionsbereiche

Doy =] —o0;1[ of fen
Do =]1;2[ of fen
Do =|2;00[ of fen

definieren. Es ist leicht einzusehen, dass die Krenzen der injektiven
Definitionsbereiche einer Funktion f(z) genau an den Stellen liegen
miissen bei welchen f’(z) = 0 gilt. Dadurch entsteht folgender Satz:
In einem Punkt a

a€D gelte f'(a)#0

fiir eine Funktion f mit stetiger Ableitung in D. Dann gibt es eine
offene Menge:

Dy, DyCD, a€D

so dass die Einschridkung f|D, injektiv ist.

1.17 Die komplexe Exponentialfunktion

1.18 Der Logarithmus

1.19 Stetigkeit der komplexen Logarithmusfunktion
Wir sind auf der Suche nach dem komplexen Logarithmus, fiir welchen gelten soll:
Log(€e*) = z, Log(ab) = Log(a) + Log(b)

Zur Konstruktion der Logarithmusfunktion ist die Betrachtung der Exponentialfunktion hilfreich. Zeich-
net man in den Definitionsbereich der Exponentialfunktion ein Gitter, so kann man sich den Abgebil-
deten Bereich gut vorstellen, ohne Berechnungen durchfithren zu miissen:

w=e" =" ="V = e”(cos(y) + jsin(y)) (62)
mit  z€C (63)

Wir wahlen den Definitionsbereich der Exponentialfunktion:
f:D—>F DeCA—7<Im<7mA—-00<Re<o0

Unser Definitionsbereich ist also auf der reellen Achse offen, und auf der imaginaren Achse abgeschlos-
sen. Das der Definitionsbereich auf der reellen Achse offen ist liegt daran, dass man oo nie erreichen
kann. Wir bilden nun die Menge der Punkte:

z=a+jb&
a=0N-—-71<b<nm
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durch die Exponentialfunktion ab. Dabei fillt uns auf, dass gilt:

T =" =1

f(20) = f(21) Nzo # 21

woraus folgt, dass die Abbildung nicht injektiv ist. Siehe roter Punkt in der Zeichnung.

Da eine Funktion, welche nicht injektiv ist keine eindeutige Umkehrabbildung besitzt, muss der Defi-
nitionsbereich eingeschrankt werden. Wir machen den Definitionsbereich der Exponentialfunktion bei
der negativen imagindren Achse offen:

f:D—>F DeCAN—nm<Im<ntA—-00<Re<o0
Nun gehort die Menge der Punkte fiir /' = —m nicht mehr zum Definitionsbereich und somit gilt:
e =—1

Wir hitten auch mit Hilfe der stetigkeit argumentieren konnen. Dabei Zeichnen wir mal Kreise in
der w ebene mit dem Radius 6 mit Mittelpunkt auf der negativen reellen Achse. Und siehe da, das
dazugehorige € muss beide Punkte in der z Ebene umschliefen. Und somit gibt es kein § welches zu
einem € < 27 fithrt . Auch hier merken wir, dass der Definitionsbereich in der z-Ebene bei Im = —x
eingeschrankt werden muss.

Nach dem Wir den Definitionsbereich der Exponentialfunktion also eingeschrankt haben werfen wir
einen zweiten Blick auf die Stetigkeit.

Im

Tm

w=f(z) =€
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Versuchen wir einen Kreis um den Punkt p zu ziehen, so erhalten wir wieder eine Punktemenge bei
—m.Wiéhlen wir fiir |z — p| = 0 also den Radius 0 oder z = p erhalten wir fiir |f(z) — f(p)| = 0 und
so gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0so dass |f(z) — f(p)| < € wenn |z — p| < d. Also hitten wir jetzt
Stetigkeit erreicht.

Es stellt sich jetzt die Frage ob es ein ¢ gibt welches unter Breticksichtigung von |z—p| < d zu |z—p| = 0
fithrt. Hierfiir macht man sich nochmal den Begriff eines offnen Gebietes klar. Man stellt fest, |z—p| <
ist ein offenes Gebiet, und somit giebt es nur die Anndhrung an den Rand und streng genommen
zwischen jedem Punkt und dem Rand unendlich viele Punkte. Das Heifdt es gibt kein § welches zu
|z — p| = 0 fiihrt.

Somit muss der Definitionsbereich der Exponentialfunktion nochmal eingeschrankt werden, in dem
wir das Gebiet auch in Richtung 4 offen machen.

f:D—>F DeCA—-rm<Im<nmA—00<Re<oo

Im Im

Nun ist die Stetigkeit erfiillt, da fiir jedes € ein 0 existiert fiir welches gilt:
Wenn  |f(z) — f(p)| < e dannist |z — p| < . Wie man sieht, ist die Logarithmusfunktion
auf Grund der Punkte auf der negativen reellen Achse nicht stetig.

Im

Die Exponentialfunktion bildet also den Streifen —pi < I'm(z) < pi auf eine Zahlenebene ab, welche
an der negativen reellen Achse geschlitzt ist.

Des Weiteren sieht man, dass alle Zahlen z mit negativem Realteil durch die Exponentialfunktion in
das Innere des Einheitskreises abgebildet werden (a) und alle Zahlen mit positivem Realteil werden
auflerhalb des Einheitskreises abgebildet (c). Ist der Realteil einer Zahl Null, so wird diese auf den
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Einheitskreis abgebildet (b).
Ein weiterer interessanter Punkt ist die Null. TODO!!!
Eine wichtige Erkenntnis ergibt sich aus der Betrachtung der Reihenentwicklung des Logarithmus.

n=1
In'(z) = i(—l)"*l(z - te
n=1
() = S (1) (= — 1)
Wir supstituieren nun den Term (z — 1) = w:
1—w+w2—w3+w4—w5+...—|—w”:i(—w)"<:>
Yoy Y wre
n=Gerade n=Ungerade

Die geraden Terme konvergieren zu:

A+w +w'+w+. . +w")(1—w?) = (1—w®)+ (v —w*) + (v —w®) +...+ (" —w"?) &
1—-w

l+w +w' +ul 4. +w") = —
1+w +w +w”+...+w") T u?
Fiir die ungeraden Terme gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder ist die letzte Potenz eine gerade oder
eine ungerade Zahl. In beiden Fallen konvergieren die Reihe.

Fiir den Fall dass n eine gerade Zahl ist gilt:

(w4 w* +w’ +w + ...+ w1 —w?) = (w—w?) + (W — )+ (W —w)+ ...+ (W -t &

_ n+1
(w+w3+w5+w7+...+wn_1):w
1 —w?
Damit konvergiert die Reihe:
1—w+w2—w3+w4—w5+...+w”:Z(—w)"@
I—w'? —w4+wt  1—-—w+w ™ (1-w)
1 —w? (1 —w)(1+w)
1+wn+1
1+w

Mit der Bedingung |w| < 1 erhalten wir fiir die hier betrachtete Reihe:

14wttt 1
lim =
n—oo 14w 1+w
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Durch resubstitution von w = (z — 1) ergibt sich:

1
In'(z) = 2 mit |z —1| <1 (64)

Definition: Der komplexe Logarithmus

Der komplexe Logarithmus wird durch den sogenannten Hauptzweig definiert
mit —7 < Im(z) < 7, —00 < Re(z) < oo. Dort ist er komplex differenzierbar und
es gilt:

Log(e*) =z ef=weC—-—yeRy<0 (65)

Als besonders interessant wird sich im Zusammenhang mit dem Cauchy-
Riemannschen Integralsatz herausstellen dass gilt:

1
Log'(z) = 2 (66)
Im bijektiven Hauptzweig ist das Argument eindeutig definiert:

Log(z) = Log(re’?) = Log(r) + Log(¢/*) = log(|2]) + idrg(z)  (67)

Allgemein gilt aber:

Log(z) = log(|z]) + i(Arg(z) + 27k) mit k € Z (68)

1.20 Die Allgemeine Potenz a’

Durch den Logarithmus lassen sich Potenzen verallgemeinern. Und zwar definiert man die Potenz a”
durch:

(lb — eblog(a) (69)

Wir erhalten:

Definition: Potenzen
Durch Logarithmen lassen sich Potenzen verallgemeinern:

{a®} = ebleglaltaArgla)taznk) it g beC keZ (70)

Fiir ein ganzes b erhalten wir zum Beispiel wieder die nun etwas erweiterte Formel von Moivre

{a®} = ebtrelel{ cos(bArg(a) + 2mkb) + jsin(bArg(a) + 2nkb)} (71)
mit a€C beN keZ (72)
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Allgemein gilt aber:
a*Hiv) = erloglal=Arg(ay=2mky [ g2 Arg(a) + 2nka + ylog(|a])) + jsin(xArg(a) + 2mkx + ylog(|a]))}
(73)
Fiir positive ganze a ist diese Darstellung auch interessant, da Arg(a) null wird (¢ Funktion).
al™tiv) = erloslal =27k Lo g (2mka 4 ylog(lal)) + jsin(2mkr + ylog(|al))} (74)

1.21 Die Wurzeln komplexer Zahlen

In diesem Abschnitt geht es darum, wie man die n-te Wurzel aus den komplexen Zahlen zieht. Es geht
also um die Berechnung des Ausdrucks z" =a 2z € CAa € C.

Um dieses Problem anzugehen wird zunichst die Gleichung 2" = 1 2z € C An € Nj gelost. Wir
suchen also nicht die Wurzel einer beliebigen komplexen Zahl z € C, sondern fragen uns, welche
und wieviele “verschiedene” Zahlen (¢ € C es gibt, welche die Gleichung 2" = 1 erfiillen. Betrachtet
man eine bliebige Zahl ¢ in Form der Kugelkoordinaten, so wird klar, dass sich dessen Longe fiir [(| = 1
beim Potenzieren nicht dndert. Wire |(| > 1 so wére auch jede Potenz [("| > 1. Wére |(| < 1 so wire
auch jede Potenz |¢"| < 1. Daraus folgt, dass sich jede von uns gesuchte Zahl ¢ auf dem Einheitskreis
befindet und sich somit dessen Lange nicht &ndern kann.

Was sich beim Potenzieren jedoch dndern kann, ist der Winkel. Dies zeigt die Formel von Moivre,
welche sich eindeutig aus dem Multiplikationsgesetz ergibt:

(cos(p) + jsin(p))" = cos(ng) + jsin(ng) n €N

Wie bereits beschrieben, werden komplexe Zahlen multipliziert, indem man ihre Betrdge multipliziert,
und ihre Winkel addiert. Somit wird aus der n-ten Potenz einer Zahl ¢ mit der Lange eins eine Multi-
plikation des Winkels mit n. Der Betrag ergibt sich zu 1" = 1.
Um also eine Zahl 2" = 1+ j0 z € C An € Ny zu finden muss die Forderung I'm (z") = 0 erfillt
werden. '

Im (2") = sin(ng) =0

Re (2") = cos(ny) = 41

Dies fiihrt zu der einfachen linearen Gleichung:

ny =21 &
27
Y=
n

Beispielhaft wird in der folgenden Abbildung gezeigt, welche Zahl z die Gleichung 2'? = 1 16st. Hier-
zu wird das Argument ¢ = 22 berechnet und dann potenziert.

Im
A
2t = cos(3%) + jsin(3%)
g=%
- ,
Re P ' Re
’x ‘()‘ ’.Vlll
z welche 2!2 =1 erfuellt Potenzen von z
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1.21 Die Wurzeln komplexer Zahlen

Es stellt sich nun die Frage, wieviele solche Zahlen z gibt es, welche die Gleichung 212 = 1 erfiillen.
Wir wihlen eine zweite Zahl z, fiir welche gelten soll z;?> = 1. Dazu wéhlen wir ihr Argument zu
Yo = 221%

Im
23 = cos(222) + jsin(222)

'\92:2%

-

Re

29 welche 252 = 1 erfuellt Potenzen von z,

Auch fiir diese Zahl ist die Gleichung erfiillt. So gibt es mehrere Losungen fiir diese Gleichung 2" =
1 2z € CAn € Ny Generell kann man sagen, man erhélt die erste Losungen z; durch Bilden des
Arguments ¢, fiir eine feste Potenz n:

2T

1=
n

Alle weiteren Losungen erhlédlt man dann durch

cpm:golm<:>
_ Pm
pr="" meN,
m

Man erhilt also unendlich viele Losungen z,, durch Einsetzen:

2mm
Pm = —

n
Fiir diese unendlich vielen Losungen kann jedoch festgestellt werden, dass sie sich ab m = n auf dem
Einheitskreis wiederholen. Lediglich das Argument steigt linear. Die komplexe Zahl als Zeiger unter-
scheidet sich dann nicht mehr. Deshalb krenzt man den Definitionsbereich von m ein, und man kommt
zu folgender Definition:

Definition: Einheitswurzel
Es gibt zu jedem n € N genau n verschiedene n-te Einheitswurzeln:

2y o 2Ty
(o =cos|— | +jsin| — ref<rv<n
n n

Diese 16sen die Gleichung 2" = 1.

Achtung, die unendlich vielen komplexen Einheitswurzeln lassen sich als komplexe Zahl durch Auf-
spalten in Real und Imaginérteil nicht mehr eindeutig unterscheiden, wohl aber durch ihren Betrag
und ihr Argument. Somit kommt es wie schon gezeigt beim abbilden der gesamten komplexen Zahle-
nebene durch die Exponentialfunktion zu Uberlappungen. Dies liegt daran, dass die Potenzreihe der
komplexen Exponentialfunktion immer wieder zu den selben n Zahlen konvergiert, periodich zu 2.
Wichtig wird das, wenn man versucht eine Funktion eindeutig umkehrbar zu machen. Vorrausgesetzt
es fallen zwei Zahlen aus dem definitionsbereich im abgebildeten Bereich usammen, so ist diese zahl
nicht mehr eindeutig umkehrbar, und die Definition einer Funktion ist verletzt.
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1.22 Konjugiert komplexe Nullstellen von komplexen Polynomen mit reellen Koeffizienten

Nach dem die n-ten Einheitswurzeln anschaulich dargestellt worden sind, geht es jetzt zuriick zum
eigentlichen Problem der n-ten Wurzel: 2" =a z€ CAacC.

Hierfiir tiberlegen wir uns wieder, wie wohl die erste Zahl z; aussehen muss, um diese allgemeinere
Gleichung zu erfiillen. Zunéchst sei die komplexe Zahl a in Kugelkoordinaten gegeben:

a =r(cos () + jsin (¢))
Der Betrag von z; muss nach der n-ten Potenz r sein. Somit erhalten wir den Betrag zu :
21| = /7

Fiir das Argument ¢; von z; muss wieder gelten:

Py = PN &
_ ¥a
Y1 =—
n

Somit erhalten wir z; fiir ein beliebiges n zu:
2= Ur (cos (%) + jsin (%))

a=rsx* ((fo.s(%’r) +j.sin(%))

Im Im

A
/ > /=
KJ Re oo Re

Beliebige Zahl a Die vier vierten Wurzeln von a Potenzen von z;

Auch hier kann man sich die Frage stellen, ob es noch weitere Zahlen gibt, welche die Gleichung
2™ = a last. Dazu macht man sich klar, dass sich die Zahl z™ nicht dndert, wenn man sie mit einer
Zahl (" = 1 + j0 multipliziert.Die Anforderungen an die Zahl ¢ sind somit genau die selben, wie die
Anforderungen an die n-ten Einheitswurzeln.

Somit erhalten wir die Losungen fiir die allgemeinere Gleichung zu:

C;/Allgemein — ZlCV

Man erhilt unter Einschrankung des Definitionsbereiches von ¢,

Definition: n-te Wurzeln
Es gibt zu jedem n € N genau n verschiedene n-te Wurzeln fiir jede komplexe
Zahl a:

, ot 2 ot 2
C;lllgemezn — {,/E (COS (W> —|—]SI’I’L <W>> rel<rv<n
n n

Diese losen die Gleichung 2" = a mit a=r,ele.
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1.22 Konjugiert komplexe Nullstellen von komplexen Polynomen
mit reellen Koeffizienten

In diesem Abschnitt geht es darum, wiso komplexe Nullstellen von Polynomen mit reellen Koeffizien-
ten zueinander konjugiert auftreten.
Gegeben ist das Polynom P(z):

P(Z) = a’nzn + a’n—lznil + an—22n72 + -+ CLQZQ + a121 + QOZO (75)

mit 2 € C A a € R. Wir gehen davon aus dass ( eine Nullstelle des Polynoms ist P({) = 0. Dann
muss auch das kunjugiert komplexe ¢ des Polynoms eine Nullstelle sein wenn die Koeffizienten a reel

sind P(¢) = 0. Da unsere verdnderlieche Variable komplex ist, 1a8t sie sich auch als komplexer Zeiger
darstellen. Wir erhalten:

P(C) = ancn + an_lgnil + an—2Cn72 + -+ (IQCQ + a1<-1 + CLQCO =
P(I¢], ¢) = an|¢"| (cos(pcn) + jsin(pen)) + an1 || (cos(pe(n — 1)) + jsin(pc(n — 1))
+ o an| ¢ (cos(pc2) + jsin(pc2)) + a|¢|! (cos(pcl) + gsin(pcl)) + aol¢|° (cos(c0) + jsin(p:0))

Wie unschwer zu erkennen ist, kann man das Polynom als Uberlagerung von gewichteten Sinus- und
Cosinustermen auffassen. Gehen wir mal davon aus wir setzen ein beliebiges ( = a + jb ein, und
erhalten als Ergebnis P(() = 6 = ¢+ jd.

Was bekommen wir nun wohl fiir P(¢) = P(a — jb) heraus ?

P(¢) = P([¢], —¢) = anlC"] (cos(pcn) — jsin(pen)) + an-1|¢[" ™ (cos(pc(n — 1)) — jsin(pc(n — 1))
+ -+ ag|C? (cos(pe2) — jsin(pe2)) + ail¢]' (cos(pcl) — jsin(pcl)) + aolC|® (cos(p0) — jsin(p:0))
Somit ist P(C

(¢) das an der reellen Achse gespiegelte von P(¢) und somit gilt P(¢) = P(() in unserem
Fall also P(¢) =

0 = ¢ — jd.Istnun P(¢) = 0, so muf auch P({) = 0 gelten.

Im Auf der linken Seite befindet sich eine Abbildung in wel-
cher die einzelnen Terme fiir ein festes ( {iberlagert dargestellt
sind. Dabei ist ¢ als eine Nullstelle gewdhlt worden. Wie man

¢
> R

sieht ist dann auch P(¢) = 0.

P(z) = 1.42" + 0.82* +0.22° + 3.122*

e
Man konnte auch sagen, wenn eine Spiegelung eine Multipli-

¢ kation ist, dann ist sie distributiv. Das bedeutet so viel wie:
Ich kann entweder erst alle a,,(" tiberlagert malen, und dann
spiegeln, oder aber alle gespiegelten a,,¢" tiberlagern und ich
bekomme das selbe Ergebnis. Und das nicht nur fiir die Null-
stellen. Somit erhalten wir eine Symmetrie.

1.23 Symmetrie komplexer polynome mit reellen koeffizienten

Definition: Symmetrie komplexer Polynome mit reellen koeffizienten

Jedes Polynome mit reellen koeffizienten ist spiegelsymmetrisch zur reellen Ach-
se.
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1.24 Die Nullstellen der geometrischen Reihe

Zum Verstandnis komplexer Polynome finde ich die Betrachtung der geometrischen Reihe interessant:
Plz2)=2"+ 2t +22+... + 2N

Wo konnten hier wohl die Nullstellen liegen ? Wir wechseln die Perspektive, um uns ein anschauliches
Bild machen zu konnen:

P(z) = Zz” & (76)

P(r,p) = Zr”cos(mp) + jrisin(ny) (77)

n=0

Damit lafst sich die Aufgabe nach der Nullstellensuche umformulieren in:

P(r,¢) =0 (78)

Zr”cos(ngo) =0 A Zrnsin(ngp) =0 (79)

n=0 n=0

Wir konnen die Gleichung 77 also als Addition von Zeigern auffassen dessen Argument sich linear
erhoht. Wenn wir also bei z! das Argument ¢ haben, dann haben wir bei 2" das Argument nep. Da der
erste Zeiger z° im Koordinatenursprung beginnt, und wir die Bedingung P(z) = 0 erfiillen wollen
miissen Anfangs und Endpunkte der Zeigersumme gleich sein. Wir haben es also mit einer geschlosse-
ne Kurfe zu tuen. Da die Vektoraddition kummutativ ist, die Reihenfolge der Addition der einzelnen
Therme das Gesamtergebnis also nicht beeinflusst, geniigt die Betrachtung einer einzelnen geschlos-
senen Kurfe aus allen Permutationen welche sich aus gleichem Argument ¢ und gleichem Radius »
bilden lassen.

Die Exakte Losung beziiglich der
‘ Nullstellen der geometrischen Reihe
g 2 erhalten wir durch die bereits erléter-
te Umstellung:

AR
P

1 _ Z71,+1

(A4+2z4+224+22+...+2") = T

Wir erhalten:

1-2""" =0«
M =1Az2#1

A N

Alle Nullstellen der geometrischen
Reihe erhilt man also aus der Kreis-
teilungsgleichung. Dabei fallt jeweils
die 1 als Nullstelle heraus, weil sie
ebenfals als Nullstelle des Nenners
auftritt. Im Definitionsbereich sind
die Nullstellen als rote Pfeile einge-
zeichnet.
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1.25 Die Nullstellen beliebiger Polynome

1.25.1 Abspalten einer Nullstelle

Definition: Abspalten einer Nullstelle, R. Descartes 1637
Ein beliebiges Polynom P(z) der Form

P(2) = an2" + ap_12" "+ . a2’ + a2t +ag

mit dem Grad n € N kann als Produkt aus einem zweiten Polynom ¢(z) mit dem
Grad n — 1 und einer Nullstelle z, wie folgt geschrieben werden:

P(z) = (2 — 2z0) Pi(2)

Mita, z,zg € C

Wir gehen von der folgenden Gleichung mit P(z,) = 0 aus:
P(2) = P(2) — P(2) = (an2" + apn_12" " + ... +az2® + a12" + ap)

— (a2 + an 1207+ agzd + arzy + ag)

=a,(2" = 2)) Fan (2" =)+t a(2P = 20) F a2 - 2)
(Nebenbei bemerkt reduziert sich die Anzahl der Gewichtungsfaktoren wenn man eine Nullstelle z,
kennt um eins, ndmlich um ay.)
Wir zeigen nun, dass von jedem Faktor z* — z{ ein Faktor (z — z,) abgespalten werden kann. Hierfiir
(G

k
fithren wir die Polynomdivision ZZO") durch und zeigen, das diese immer ohne Rest aufgeht.

(2" 2 (=) = 2V 2% A2 4
(80)
—(2F — 2"z (81)
0+ 212 —zE (82)
— (2F 12 —2F7222) (83)
0+ 2F 222 —2f (84)
: (85)
0 ph(k=2) h=2 2k (86)
O R O (87)
0 2Fm (k=D k=1 ok (88)
0 2Pkl k=1 ok (89)
0 (90)
(91)

Demnach gilt:
(2% — 28) = (2= 20) (7Y 4 202072 £ 222078 o 2h 8t k2 4 b
= (2 = 20)9x(2, %)

Dabei ist das Polynom gy (z, z9) vom Grad k — 1. Es gilt k£ € N, und g1(z, z9) = 1. Fiir unser Polynom
P(z) erhalten wir nun:

P(z) — P(20) = an(z" — 2§) + A (2" — z(’)”_l) +odag(2? — zg) +a (2 — zé)
= (2 — 20)(angn(z, 20) + @n-19n-1(%, 20) + An—2gn—2(2, 20) + . .. + a262(2, 20) + a1)
= (Z — ZQ)Pl(Z, Zo)
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1.25.1 Abspalten einer Nullstelle

Weil die gewichtete Summe aus Polynomen vom Typ g,(z, 29) hochstens vom Grad n — 1 ist, haben
wir die Behauptung aus der Definition beweisen. Man erinnere sich bitte an diesen Beweis im Zu-

sammenhang mit dem Cauchy-Integralsatz.
Ein weiterer interessanter Aspekt ist dass sich hierraus unmittelbar der fundamentalsatz der Algebra

ergibt:

Definition: Fundamentalsatz der Algebra

Uber dem Korper der komplexen Zahlen kann man jedes Polynom n-Ten grades
als ein Produkt aus n Linearfaktoren der From (z — 2, ) schreiben. Dabei ist zg j,
die k-te Nullstelle des Polynoms. (Linearfaktorzerlegung)

P(z) = ﬁ(z — Zo.k) (92)

k=1

Diese Schreibweise ldsst eine weitere geometrische Inerpratation zu:

P(z) = H(z — z04) = RiR, ... R7Lej(¢1+¢2+~--+¢n) (93)

k=1

Man kann also das Polynom P(z) an der Stelle z auswerten, in dem man alle Abstinde zwischen den
Nullstellen und dem Punkt z miteinander multipliziert, und alle Winkel aus den Vektoren z — 2

aufsummiert.

[mA ImA

RiR2R3Ry

120304
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1.26 Differenzieren

Beim Differenzieren sucht man nach der Anderungsrate oder der Tangente einer Funktion f in einem
Punkt zy. Um diese Tangente fehlerlos zu berechnen, schaut man sich zunichst eine Ndherung an die
Tangente im Punkt z; an. Diese Ndherung ist die Sekante und fiihrt auf dem direkten Weg zu den fini-
ten Differenzen.

Definition: Die zentrierte finite Differenz
Die zentrierte finite Differenz einer Funktion f im Punkt 2 ist gegeben durch:

fz0+ Az) — f(20 — Az)

! — 4
(z0) o (94
A Als Beispiel nehmen wir die Funktion f(z) = az"
und wir berechnen die Ableitung an einer belie-
bigen stelle z,. Wir erhalten:
flzo+ Az)
f(20) ooy a(zo+Az)" —a(z— Az)"
f'(z0) = e (95)
20— A2) Nach dem binomschen Lehrsatz erhalten wir:
f'(z0) = (96)
a (ZZ:O (:) Zg_k(Az)k) —a (ZZ:O (2) Zg_k<_Az>k)
2Az
(97)
20— Az 20 2+ Az > Wenn wir die Summe ausschreiben, so sehen wir
dass sich alle Terme mit geradem £ aufheben.
oy ofag ((A2)° — (=A2)°) + (V2" ((A2)' — (=A2)) + (525 (A2)* — (-Az)*) +...}
f(20) =
2Az
(98)
Durch Weglassen aller Nullglieder erhalten wir:
, 2a{ (?)zgfl(Az) + (g)zg*S(Az)3 + (g)z375(Az)5 +...}
f'(z0) = o (99)

Und durch Kiirzen ergibt sich:

f'(z0) =a <T> 207+ {a (g) 2073(Az) + a(Z) 2070 (A) + .. } = (100)

F(z0) = (’f) 4+ 0, (A2)) & (101)
f'(20) = anzl™' + O(n, (Az)?) (102)
Wie wir sehen erhalten wir eine quadratische Fehlerfunktion O(n, (Az)?). Es gilt fiir ein fests n:

lim O(n, (Az)%) =0 (103)

Az—0
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Natiirlich lassen sich auch hohere Ableitungen definieren. So kommt man zu Beispiel auf die zweite
zentrale finite Differenz durch Einsetzen in 94:

f//( ) _ f/(ZO + AZ) — f/(ZO — AZ) _ f(zo + 2AZ) - 2f(z0) + f(zo — QAZ)
= 2Az B 4(Az)?

(104)

Fiir die n-te Ableitung der Funktion f(z) schreiben wir f™(z).

1.27 Differenzieren einer zusammengesetzten Funktion

Um die Parametrisierung komplexer Kurvenintegrale zu verstehen ist die Kettenregel sehr niitzlich.
Und zwar geht es um das Differenzieren einer zusammengesetzten Funktion f(z) = u(v(z)). Unter
Verwendung von 94 erhalten wir:

(v(zo + Az)) — u(v(zg — A2))
2Az

Zunichst schauen wir uns den Term v(zy + Az) genauer an. Und zwar kann der Term geschrieben
werden als:

fz0) = 2 (105)

v(zo + Az) = v(z0) + V' (20) Az + {Zv(”)(zo)(Az)”} (106)

n=2

v(zo + Az) = v(z) + v (20) Az + O, (n, Az) mit Alilfn0 O,(n,Az)=0 (107)
2—
A Durch die gleiche Vorgehensweise erhalten wir:

o) 4o v(zo — Az) = v(z) — v'(20)Az + O, (n, —Az)

(108)
o(z0) mit  lim O,(n,—Az) =0 (109)
Az—0
v(z0) — v'(20) Az
o(z0 — A7) Wie man sieht kann man den Wert an der Stelle

v(zp — Az) durch eine Summe ausdriicken. Dabei
brechen wir nach der linearen Ndherung ab und
fassen den Rest in dem Fehlerterm O, (n, +Az)
zZusammen.

.
20 + Az

20— Az )
Nun betrachten wir den Term u(v(zo + Az)):

u(v(zg + Az)) =u (U(ZO) +v'(20) Az + {Z U(")(zo)(Az)"}> (110)

n=2

Wir substituieren die Terme:

v'(20)Az + {iv(”)(zo)(Az)”} = Azoy (111)

n=2

v'(20)Az — {Zv(")(zo)(Az)"} =Azy_ (112)

Wir erhalten:
u(v(zo + Az)) = u(v(z0) + Azay) (113)
u(v(zg — Az)) = u(v(zg) — Azy_) (114)
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Das konnen wir nun wieder als Summe schreiben:

u(v(zo + Az)) = u(v(20) + Azay) = u(v(20)) + u'(v(20)) Azay + {Z u™ (v(20)) (A22+)n} (115)

u(v(zo — Az)) = u (v(20) — Aza_) = u(v(20)) — u'(v(20))Azs_ + {Zu(”) (v(20)) (—Az2_)"}

n=2

(116)
Durch Resubstitution erhalten wir:
u(v(zo + Az)) = u(v(20)) + v/ (v(20))0 (20) Azt G
' (v(20)) {iv(")(zo)(Az)"} + {iu(") (v(20)) (v’(zo)Az + {fjw(zo)(AZ)n}) } (118)
" u(v(zo — A;‘if: u(v(z0)) — u’(v(zo))v’(zOT)LZQz+ (119)
' (v(20)) {iv(”)(zo)(—Az)"} + {iu(") (v(20)) (—v’(zO)Az + {iw (zo)(—Az)”}> }
(120)

Damit erhalten wir dir Formel fiir die verkettete Ableitung wobei wir die Fehlerterme zusammenge-
fasst haben:

(o) = W R B ZBD) iy )0 () + O(2) (121)

Auch hier gilt fiir den Fehlerterm lima, 0 O(Az) = 0.

Definition: Differenzieren verketteter Funktionen
Eine verkettete Funktion der Form f(z) = u(v(z)) kann nach der Regel:

f'(z0) = ' (v(20))v"(20) (122)

abgeleitet werden.
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1.28 Komplexe Differenzierbarkeit

Im komplexen ist die Ableitung einer Funktion dquivalent zur Ableitung im Reellen definiert. Es geht
darum fiir einen diskreten Punkt a € C eine Zahl ! € C zu finden, so dass gilt:

f(2) = f(a) +1(z —a) +7(z) (123)

tim, ., %) g (124)
|z —al

Dann gilt: | = f’(a). Besonders wichtig ist, dass fiir jeden Punkt im Definitionsbereich der Funktion
(hier am Beispiel a) nur genau eine Zahl [ existiert, und dass [ € C gilt. Aus diesem Grund schreibt
man auch [(a). Der Rest r(z) geht streng monoton gegen 0 fiir die Annidherung aus einer beliebigen
Richtung an a

A Z A Log(z)

Zea

A L0g7(Z):1/Z

f(z)=1(a)

(z—a)

Dadurch ergibt sich die definition der Ableitung:

Definition: Komplexe Differenzierbarkeit
Eine komplexe Funktion heifdt ableitbar in @ wenn der Grenzwert:

1 1) = (@

zZ—a zZ—Q

z,a€C

existiert und eindeutig ist.

Weil die Ableitung einer Funktion in einem Punkt a genau eine komplexe Zahl [ = f'(a) ist, ist die
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anderung in einer komplex differenzierbaren Funktion in einem Punkt a immer durch eine Drehstre-
ckung gegeben.

Wie kann man sich das vorstellen ? Wenn man von dem Punkt a ein kleines Stiick in eine beliebige
Richtung geht, dann erhilt man unter bedingten Umstdnden einen Punkt f(z). Der Quotient aus den
Vektoren f(z) — f(a) und z — a ist dann genau die Ableitung in diesem Punkt weil gilt:

f(z) = f(a) + lim ————=

z—a Z — Qa

Weil bei einer komplex differenzierbaren Funktion die Ableitung in einem Punkt a eine konstante
komplexe Zahl [ ist, sind Abbildungen durch komplex differenzierbare Funktionen auf Tangentenebe-
ne winkelerhaltend. Das bedeutet, dass wenn wir von der Zahl a zwei senkrecht aufeinanderstehende
Vektoren zu den Punkten z; und z, zeichnen, mit lim,, .,_,, (tangentialabblidungen aus zwei Rich-
tungen), dann sind die eingeschlossenen Winkel der beiden Vektoren im Definitionsbereich und in
abgebildetenbereich dquivalent.

Das liegt daran, weil die beiden Vektoren z; — a und z; — a beide um den Winkel Arg(l) = ¢, gedreht,
und um den Betrag |I| gestreckt werden. Damit bleibt der innere Winkel ¢, erhalten.

A z A Log(z)

- f(a
ZlJZZ @)

A Log'(z)=1/z

((22)
29 P2

Z1 a

Wir stellen uns vor, ein Teilchen wiirde sich durch den Raum bewegen. Es wéare im Punkt a und wiirde
sich pro Zeitschritt z — a bewegen. Wenn wir dann das Feld log(z) fiir einen winzigen Bruchteil an-
schalten, dann wiirde das Teilchen um | f’(a)| beschleunigt werden, und eine Richtungsinderung um
arg(f'(a)) vollziehen.

1.29 C-Linearitat
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Betrachtet man Gleichung 123 so stellt man fest, das es sich um eine lineare Gleichung der Form:
f(x)=mz+b

fiir ein konstantes a handelt. Mit b = f(a), dem Proportionalititsfaktor m = [ und der freien Variablen

x = z — a. Dadurch, dass es sich bei dem Proportinalitdtsfaktor m € C um eine komplexe Zahl han-

delt nennt man Gleichungen der Form 123 C-linear. Den Rest r(z) haben wir vernachléssigt, da er bei
geniigend kleiner diskretisierung gegen null geht.

1.30 Ableiten in R"

Ganz allgemein kann man eine n-dimensionale Abblidung in R™ definieren als:

ARV und a,z,r:R" (125)
f(z)=fla) + A(z —a) +1r(z) (126)
lz’mz%;(_zl‘ —0 (127)

Hierfiir schauen wir uns znéchst die partiellen ableitungen an.
Gegeben ist eine Funktioin f : D — R, D C R", of fen. Wird bis auf die Verdanderliche z; jedes z,, mit
einem Wert a,, fixiert, so erhalten wir eine partielle Funktion f*(z;) von einer Veranderlichen.

[f(Z)=f(i=a1,22=09,...,2j,..., 201 = Qn_1, 2y, = Qy,) (128)

Definition: Partielle Ableitung
Existiert in dem Punkt z; = a; die Ableitung:

ra=-%8,, - 1 (120)

dann ist die Funktion f(z) im Punkt a partiell nach z; differenzierbar.

Als Beispiel ist die Funktion f(z1,22) = —— gegeben. f : D — R, D C R? of fen

T1*T2

f(x1,29) f(x1,3)

Wir berechnen die Ableitung der partiellen Funktion f(z1,3) im Punk z; = 1
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Es ist nun eine Funktion f : D — R", 2 := D C R",of fen gegeben durch:

?Ezg §1Ez1722a'--72n§ 21
22 2(%1,%2,..-,2n %)
fe =" = ; e= |’

fn(’z) fn(zlaz%"'azn) Zn

Die Funktion f(z) soll im Punkt a differenzierbar sein. Dann ist die Ableitung der Funktion im Punkt

a durch die Jakobi oder die Ableitungsmatrix gegeben durch:

Definition: Jakobi oder Ableitungsmatrix
Wenn die Funktion f : D — R", D C R" im Punkt a partiell differenzierbar ist,
dann ist die Ableitung der Funktion f im Punkt a:

o afy of1
B B
J(f7 a) _ f’(a) _ zl‘ 22 Ozn

Die Jakobi Matrix heifst auch totales Differential, von f in a oder Tangentialabbil-
dung von f im Punkt a.

Damit haben wir die Matrix A aus Gleichung 126 gefunden und es gilt

A:R™” und a,z,r:R"
f(z) = fla) + J(f,a)(z —a) + 7(2)
r(2)

limz—ﬂl |Z . a| =

Gleichungen in dieser Form nennt man R-linear.

(130)
(131)

(132)
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1.31 Begriidung der Funktionentheorie

In der reellen Analysis sind zweidimensionale Abbildungen welche eine Ableitung darstellen bereits
definiert. Es fragt sich nun wann eine R-lineare abbildung auch C-linear ist. Also wann genau gilt die
folgende Gleichung:

Az =z A€ R?, leC (133)
f(z) = fla) +U(z —a) +r(z) = f(a) + A(z — a) + r(2) (134)
zZ'mHL;(_Za| =0 (135)

Mit den beiden Variablen | = o« + jf und z = x + jy erhalten wir:

lz=(a+jB)(x+jy) & (136)
lz=(za—yB)+ j(xzf + ya) & (137)
lz=u+jv mit u=za—ys, v==zf+ya (138)

Nun erzeugen wir eine R-lineare Matrix mit der Basis 1 = (1,0) und j = (0, 1) welche alle abbildungen
darstellt, welche sich auch durch die Multiplikation mit einer komplexen Zahl [ darstellen lassen:

_|ul  |za—yB| | =B |z
S 1 E A R i )
Da es sich bei unserer gesuchten Matrix A um die Ableitungsmatix handelt, hat sie aufier dem die
Gestalt der Jakobi matrix in R?:

2 (a) g;;<a>] 110)

) = [’3%) 2 (a)

ox

Durch Koeffizientenvergleich mit Gleichung 139 erhalten wir die notwendige aber nicht hinreichende
Bedingung fiir eine komplex differenzierbare Funktion:

ou ov
= 5@ =5 (@) (141)
ou ov
b= =%

o

() (142)

Definition: Cautchy-Riemannschen Differentialgleichungen
f ist in @ komplex ableitbar so gilt:

ou ov

0 = Grla) = 5(a) (143)
ou ov

§=—Gla) = 5o(@) (144

Wenn die Gleichungen erfiillt sind, so kann die Ableitung der Funktion f gebildet
werden Durch:

Flo) = a+) = gola) +ige = 5@ ~i5i@  (145)
— ela) = 50 = 5@ + i) (140

Damit f in a komplex differenzierbar ist, muss f in a stetig sein.
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Zum Beispiel kann man die Cauchy-Riemman differentialgleichungen an der Funktion
e* = e”(cos(y) + jsin(y)) mit u(x,y) = e"cos(y) und v(x, y) = e”sin(y) leicht nachpriifen:

ou . ou .

il cos(y) i —e”sin(y)
ov . o,
ke sin(y) oy e“cos(y)

Damit sind die Cauchy Riemannschen differentialgleichungen erfiillt.
Als Gegenbeispiel einer Komplexe Funktion, welche nicht komplex differenzierbar oder C-linear ist
die die Funktion f(z) = Z gegeben mit u(z,y) = z und v(z,y) = —y

ou B ou

| el
Oz oy 0
ov ov
_— = _— = —1
Ox 0 oy

Wie man sieht ist die Funktion nicht komplex differenzierbar.

Definition: Stetigkeit analytischer Funktionen

Eine Funktion

f:D—C, D CC,of fen

welche in D komplex differenzierbar ist, heifst auch analytisch, oder holomorph
oder reguldr in D.

Eine in D Analytische Funktion ist stetig in D weil sie C-linear ist und alle Ihre Ab-
leitungen in D eindeutige komplexe Zahlen aus C sind. Ableitungen sind immer
endliche Zahlen.

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(z) = % mit z = x + jy. Wir erhalten die beiden partiellen
Funktionen u(z, y) und v(z, y):

x
u(@,y) = e
Y
v(z,y) = T
Wir erhalten die partiellen Ableitungen:
Oou(z,y) 1 222
Or o2 Y2 (22 + y2)2
du(z,y) 2y
oy (2 +y?)?
ov(z,y) 22y
or (22 +y?2)?
ov(z,y) 1 n 292
0y Top2 Y2 (1.2 4 yz)z
Uns fallt auf, dass eine der Bedingungen —%’y‘(a) = 2%(a) fiir die komplexe Differenzierbarkeit er-

tallt ist. Unter welchen Bedingungen die zweite erfiillt ist, erhaten wir durch Gleichsetzen der beiden
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Terme. Wir fordern also Gleichheit von 2% (a) = %%(a):
x y
1 22 1 2y?
_ — _ + =
2 _|_y2 (xQ + y2)2 x2 + y2 (3:'2 + y2)2

20> 4+9%) 2

(22 + y2)2 T2 + 2
1 1

$2+y2 :x2+y2

Wie wir sehen, ist trotz unterschiedlicher Formel Gleichheit gegeben. Allerdings ist die Ableitung in
z = (04;0) = 0 unstetig. Aus diesem Grund ist die Funktion f(z) = 1 im Punkt z = 0 nicht analytisch
und nicht komplex differenzierbar.

1.32 Potentialfunktionen

In der Elektrostatik gibt es die Menge der Potentialfunktionen. Anschaulich lassen sie sich tiber die
Beziehung;:

. 0? 0?
div(grad(u(z,y))) =0 = (83:2 + 8y2> U

herleiten. Aus funktionentheoretischer Sicht soll eine Funktion u gegeben sein:
Gegeben:

u:D — R, DccC

Die Funktion u soll zweimal komplex differenzierbar sein.
Gesucht:

f(z): D —C, mit Re(f)=u

Die Funktion f(z) soll analytisch sein.
Dann folgt aus den Cauchy-Riemann Differentialgleichungen:

Pu(z,y) 0 ou I v . Ou v
oz oror _oroy " oy (147)
2

Pu(xz,y) 0 0u 0 0Ov it du _ Ov (148)

oy Oydy  dyor y oz

Es folgt also aus dem Satz von Schwarz nach dem man die reihenfolge der partiellen Ableitungen ver-
tauschen darf ohne das Ergebnis zu verandern:

Pulz,y)  0ulz,y)

2 By & (149)
0? 0?

Dadurch erhalten wir:

Definition: Potentialfunktion

Fiir eine analytische Funktion f deren Real und Imaginarteil zweimal partiell ab-
leitbar ist gilt:

Re(f) ist eine Potentialfunktion oder eine harmonische Funktion und I'm/(f) ist
eine Potentialfunktion oder eine harmonische Funktion.
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1.33 Satz fiir implizite Funktionen
Gegeben ist eine analytische Funktion f(z) mit stetiger Ableitung:
f(z): D —C, DccC (151)

In einem Punkt a € D mit f'(a) # 0 existiert eine offene Menge Dy C D ,a € Dy so dass die
Einschrankung f|Dy injektiv ist.

Wir gehen von der Definition der Umkehrfunktion aus:

fHfR)=2=9g(z) mit g(z) ==z (152)
Wir entwickeln nun wieder in einer Reihe in dem wir die Ableitun-

gen gleich setzen, horen aber nach dem ersten Term auf und erhalten
die Ableitung der zusammengesetzten Umkehrfunktion von f(z):

S UE) = U () =1=g() & (153)

V() = 1

IO = 5 (154)
Gleichungen der Form

-1’ p — 1

P = 5 (155)

sind besonders Interessant da ihre Stammfunktionen eine zusam-
mengesetzte Logarithmusfunktion ist. Des Weiteren erkannt man,
dass f'(z) # 0 gelten mu8, da eine Division durch 0 keinen Sinn
ergibt.

Beispiel:
Wir betrachten wieder das Polynom f(z).

f(x) = 562° — 2522% + 3362 — 108
f(z) = 16822 — 5042 + 336 = 168(z — 1)(z — 2)
Da f’(z) Nullstellen bei z = {1; 2} hat, muss f(z) in den Intervallen
Dy, : Do =] —o00;1[;  Do1 =|1;2[; Doz =|2;00];
injektiv sein.
Um die Punkte z = {1; 2} gibt es keine offene Umgebung fiir welche f(z) injektiv ist.
TODO: Mehrfache Nullstellen - Sattelppunkte etc
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1.34 Umkehrfunktion einer Potenzreihe

1.35 Integration im komplexen

Das allgemeinste Prinzip zum integrieren im Komplexen ist das sogenannte komplexe Kurvenintegral.
Wie im reellen gentigt als Vorraussetzung fiir Integrierbarkeit lediglich die Forderung nach Stetigkeit

im betrachteten Integrationsgebiet. Man definiert daher das komplexe Kurvenintegral wie folgt:

Imy

Definition: Komplexes Kurvenintegral

Eine komplexe Funktion ist integrierbar, wenn sie auf dem zu
integrierenden Intervall stetig ist:

(br,bi) " r
/(b b f(z)dz:/aj Ref(z)dz—l—j/ab Imf(z)dz (156)

ar,a;) r

+ /b Ref(2)dz + j /b% Imf(z)dz (157)

Der Wert des berechnenten Integrals kann generell vom ge-
waihlten integrationspfad abhdngen. Da das komplexe Kur-
venintegral jedoch durch seine Anfangs und Endpunkte be-
schrieben ist, ist das komplexe Kurvenintegral keine eindeu-
tige Abbildung und verletzt somit die Definition einer Funk-
tion.

Weil der Wert des Integrals vom gewédhlten Weg abhdngen kann, ist es zunéchst sinnvoll das Integral
als zusammengesetzte Funktion aus dem Pfad ¢(t) — C,¢ € R und dem komplexen Kurvenintegral
zu formulieren. Hierfii verwenden wir die Substitutionsregel. Wir nehmen an dass gilt /' = f und

betrachten:

Damit erhalten wir:

Definition: Parametrisiertes Komplexes Wegintegral

Ein komplexes Kurvenintegral iiber die Kurve ¢(t) — C,t € R ldsst sich als zu-
sammengesetzte Funktion schreiben.

©(b) b
| sz = [ s e (159
»(a) a

Das Integral existiert wenn die komplexe Funktion f(z) auf dem zu integrieren-
den Gebiet stetig ist.

Funktionentheorie
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1.36 Stammfunktionen im komplexen

Im Reellen ist es so, dass ein Integral lediglich von der zu integrierenden Funktion und seinem An-
fangs und Endpunkt abhédngt. Daraus ergibt sich ein eindeutiger Wert. Deshalb gibt es im Reellen zu
jeder integrierbaren Funktion automatisch eine Integralfunktion, die Stammfunktion.

Im Komplexen ist das leider nicht der Fall. Zu einer gegebenen Funktion f und gegebenem Anfangs-
punkt z, € C und gegebenem Endpunkt z;, € C kann es beliebig viele Werte geben, je nach gewdhltem
Integrationspfad. Da eine Funktion jedoch eine eindeutige abbildung sein muss, gibt es im Komplexen
nicht zu jeder integrierbaren Funktion eine Stammfunktion F' mit F'(z) = f(z).

Zunichst definieren wir die Stammfunktion:

Definition: Stammfunktionen

Gibt es zu einer Funktion f : D — C; D € C eine Funktion F' mit der
Eigenschaft /' = f, dann ist die Funktion F' die Stammfunktion zu f. Es muss
gelten:

[ #2)dz = Fa(a)) - Fla(®) (160)

Wenn es eine solche Funktion F' geben soll, so muss die Funktion f analytisch
sein und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen. Wobei « ei-
ne Kurve in D € Cist.

Wenn also eine Funktion f eine Stammfunktion besitzt, so muss fiir geschlossene Integrale a(a) = «(b)
gelten:

/ f(z)dz = F(a(a)) — F(a(b)) = 0,mit «a(a) = a(b) (161)

Man stellt nun schnell fest, dass jedes Polynom eine Stammfunktion besitzt. Daher wollen wir nun
gebrochenrationale Funktionen definieren als:

Definition: Gebrochenrationale Funktionen
Eine gebrochenrationale Funktion G(z) ist eine Multiplikation aus einem Zhler-
pollynom Z(z) mit einer Zusammensetzung aus den Funktionen f(z) = < und

einem Nennerpolynom P(z).

G(2) = 2(2)f(P(2)) (162)

Das Produkt und die Zusammensetzung zweier analytischer Funktionen sind analytisch. Da f(z) = *

tiberall aufler im Nullpunkt analytisch ist, sind die Polstellen die einzigen nicht analytischen Berei-
che gebrochen rationaler Funktionen. Es folgt, dass jedes Geschlossene Integral welches keinen Pol
umschliefst verschwindet.

Definition: Stammfunktion Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

Wenn es zu einer Funktion f eine Stammfunktion F’ geben soll, so muss die Funk-
tion f in ihrem Definitionsbereich analytisch sein und die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen erfiillen.

So hat zum Beispiel die Funktion f(z) = 1 in einer kreisscheibe mit Mittelpunkt 0 keine Stramfunktion.
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1.37 Integration der Funktion f(z) = 1

1.37 Integration der Funktion f(z) =1

Wir wollen die Funktion f(z) = 1 integrieren. Der Integraiontpfad soll ein Kreis sein ¢(t) = re’*,t €
[0, 27]. Rein formal erhatlen wir:

/L,D(QW) 1 27 1 /( ) 27 1 . 27
—dz = / — ¢ (t)dt = / —jreltdt = / jdt = j2m 163
O o () 0 Teﬁj 0 J J (163)

Schauen wir uns die Gleichung 163 an, so ldsst diese eine geometrische Interpratation zu.

Im =1 Aus 163 konnen wir direkt zwei Dinge ablesen. Erstens ist der
Radius r des Integrationspfades nicht relevant, da er sich kiir-
zen lasst, und zweitens entspricht der Wert des Integrals wohl
genau j27. Da der Raidus nicht relevant ist, wahlen wir zur
Vereinfachung der Zeichnung r = 1.

Der Term # lasst sich nun schreiben als e 7!, Der Term jre’t

kann umgeschrieben werden in e/3 e/t = ¢’ (%) . Die Mul-
tiplikation der beiden Terme ergibt dann genau den rote ein-
gezeichneten Vektor j. Da wir beim intergrieren eine Summe
iiber infinitesimal kleine Stiicke bilden, betrachten wir in un-
jom = Sidt serem Bild eines dieser infinitesimal kleinen Stiicke dt;. Der
Wert des Intgrals ergibt sich dann aus ), jdt;. Diese Sum-
me entspricht bei unendlich feiner Diskretisierung genau der
Lange des Einheitskreises.
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1.38 Rechnen mit Logarithmen

Das rechnen mit Logarithmen scheint zundchst wiederspriichlich. Zum Beispiel gilt:

2 = toglret )i = tog(r) + il = log(r) +327) — (fog(r) +40) = j2n (164
# log(re’?)[2™ = log(re’®™) — log(re’®) = log(1) — log(1) = 0 (165)

Wenn man tiber eine Kreisscheibe z + |r|e’¥ mit 7 > z, und ¢ € 0..27 integriert. Der Nullpunkt des

Nennerpolynoms oder die Polstelle der Funktion f(z) = ! liegt also im Inneren des Kreises iiber wel-

chen integriert wird. -

Im(log(z)) = ¢
N m(log(2)) [ dz = log(2)

\‘” Re(z) Re(log(2))

Re(d) Re(log(L))

Wir betrachten die beiden Funktionen z = f(¢) = re’? ¢ € —m...5m™ wobei wir nun Zuséatz-
lich den bereits zuriickgelegten Winkel ¢ in der dritten Raumdimension auftragen und die Funktion
w = f(z) = Log(z) . Wir sehen, dass wir in umserem Fall 2.5 tiberlagerte komplexe Ebenen erhalten,
die riemannschen Blatter. Diese riemannschen Blétter stellen nun den Definitionsbereich fiir den kom-
plexe Logarithmus dar.

Nun zeichnen wir einen Pfad von ¢ = 0 beginnend bis ¢ = 27 im Definitionsbereich. Da der Lo-

garithmus im Hauptzweig von | — 7...7[ definiert ist, verlassen wir den Hauptzweig des Loga-
rithmus. Da wir den Definitionsbereich der Logarithmusfunktion verlassen ist streng genommen die
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Schreibweise § 1 = log(re’?)|3™ auf Grund des gewihlten Integrationspfades nicht korrekt. Im Defi-
nitionsbereich {iberqureren wir in positiver mathematischer Richtung die negative reelle Achse. Beim
tiberqueren der negativen reellen Achse in positiver mathematischer Umlaufrichtung (vergleiche Ste-
tigkeit der Logarithmusfunktion) wechseln wir in das dariiber liegende riemannsche Blatt. Da gilt
log(re?¥) = log(r) + jp erhalten wir also fiir den Term log(re’#)|2™ den Wert j27.

Wenn wir das Selbe fiir die Funktion 1 = %le_j ¢ machen, iiberqueren wir auf Grund des negativen
Vorzeichens des Arguments die negative reelle Achse in negativer mathematischer Umlaufrichtung.
Aus diesem Grund wechseln wir in das darunterliegende riemannsche Blatt. Als Ergebnis erhalten wir
den Wert —j27.

Im(log(z)) = ¢
[N mileg(z)) = ¢ [ Ldz = log(z)

\; Re(z)

7

L Re(log(2))

Nun wihlen wir einen anderen Integrationspfad z, + |r|e/? mit r < |z|. Es ist leicht festzustellen, dass
wir den Nullpunkt nicht umschliefSen. Weil sich der Integralanfang und das Integralende immer auf
dem selben Riemannschen Blatt befinden, werden diese Integrale immer zu Null.

1.38.1 Analytischer Bereich einer zusammengesetzten Funktion

Gegeben ist die zusammengesetzte Funktion f(z) = Log(z® + 1). Gesucht ist die Menge D C C in
welcher f(z) analytisch ist.

1.39 Cauchy’sche Integralformel

Fiir die Herleitung der Cauchy’schen Integralformel benétigen wir zunéchst ein paar triviale Sitze.

Definition: Stammfunktionen

Gibt es zu einer Funktion f : D — C; D € C eine Funktion F' mit der
Eigenschaft /' = f, dann ist die Funktion F' die Stammfunktion zu f. Es muss
gelten:

/ f(2)dz = F(a(a)) — F(a(b)) (166)

Wenn es eine solche Funktion F' geben soll, so muss die Funktion f analytisch
sein und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen. Wobei « ei-
ne Kurve in D € Cist deren Flache ganz in D enthalten ist.
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Wenn also eine Funktion f eine Stammfunktion F' besitzt, so muss fiir geschlossene Integrale (a(a) =
a(b)) nach 166 gelten:

%xf(z)dz = F(a(a)) — F(a(b) =0 a(a) = a(b) (167)

Ins Besondere besitzt jedes Polynom eine Stammfunktion.

N
T S e .
@ * n=0
Mit diesen Sétzen betrachten wir nun den folgenden Term:

IO = 1(z) (Cg : i (2) 4 (169)

Dabei soll der Punkt z im Innern von « liegen.
Sei nun zunédchst die Funktion f auf ein Polynom beschrankt, dann gilt:

UV (O AT VAT S (St l) (170)

(=2 (—=z = =z

Wenn wir eine Polynomdivision des Terms # wie in 91 durchfiihren, so geht diese immer (fiir
jedes n) ohne Rest auf. Damit erhalten wir wieder ein Polynom, da sich der Nenner in den einzel-
nen Summanden kiirzen ldsst. Da Polynome immer eine Stammfunktion besitzen muss auch der Term
ZS:O a"(%;zn) eine Stammfunktion besitzen. Da geschlossene Integrale iiber Funktionen mit Stamm-
funktionen immer Null sein miissen gilt:

Q-1 . _
jé = dc =0 (171)
Dieser Ausdruck beinhaltet die Kerneigenschaften der Cauchy’schen Integralformel. Wir formen um:
}{ de =0s (172)
SO ye = f 1)
]ig_ dg_]fc_ d¢ < (173)
f(©)
?i Lo = 1 7{ 7d< o (174)
?i @dg =2mjf(2) (175)
Sein nun die Funktion f von der From:
1
f(z) = () (176)

wobei P(z) ein Polynom ist. Damit ﬁ im Definitionsbereich analytisch ist, werden Pole aus dem

Definitionsbereich ausgeschlossen. Dann gilt:

1

P — ﬁ _P(()-P(z) (-1 (177)

(—z (—z  POP(z)

Da das Produkt P(¢)P(z) im Definitionsbereich analytisch bleibt und auch hier der Term w
einfach gerkiirtzt werden kann, bleibt die Argumentation gleich wie beim entwickeln eines Polynoms
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nach Gleichung 170 ff. Es entsteht also kein neuer Pol an dieser Stelle und somit verschwindet auch hier
das Kreisintegral. Damit erhalten wir den Integralsatz von Cauchy fiir gebrochenrationale Funktionen:

Definition: Cauchy’sche Integralformel, A.-L. Cauchy, 1831

A Wenn eine Funktion f : D — C; D € Cin ih-
rem Definitionsbereich analytisch ist, dann gilt fiir jede
Kurve « deren Fliche ganz im Innern des Definitions-

o bereiches liegt :
1 f(Q)
— d¢ = 1
. 5§ Erdc = £ (173)
Wobei z wegen §, Cide = 2mj im Innern von « liegen
muss.

Ein Spezialfall ergibt sich aus Gleichung 170 wenn wir uns anschauen, was bei der Anndherung des
Nenners an die Null passiert . Betrachten wir namlich den Gernziibergang:

1 FO - 1)

¢ (—z

= f'(2) (179)
so erhalten wir die Ableitung der Funktion. Gegeben sei zum Beispiel die Funktion:

f(2) =ap+ a1z + ay2® + asz®
Auf diese Funktion wenden wir 179 an und machen fiir jeden Term eine Polynomdivision:

f/(Z) _ lLH% QI(C - Z) + a2(<—§_:j2) 4 CL3(C3 . 23)
f’(Z) = iiil%a1 +ax(¢+2) + ag(CQ e +22)

f'(2) = a1 + 2asz + 3asz>

Wie man sieht behilt der Cauchy’sche Integralsatz seine Giiltigkeit.

1.39.0.1 Anwendung der Cauchy’schen Integralformel
Mit dem Cauchy’schen Integralsatz lassen sich Integrale echtgebrochener Funktionen berechnen.

53
2)= ¢ —————
1) f;(z—l)(z—i—l)
Dabei sollen beide Nulltellen zp; = 1 und 2p2 = —1 im Innern von « liegen. Wir kénnen nun zwei
weitere Funktionen definieren:
3
z
Z =
9(z) =7
3
z
gQ(Z ) - ( -1 )

Es gilt nun wenn die Kurve «; lediglich die Nullstelle 1 umschliesst, und die Kurve a, lediglich die

Nullstelle —1 umschliesst:
[ a2 92(2)
foeue=f EEr f B
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Man beachte dass ¢;(z) und g»(2) auf den Gebieten auf welchen sie integriert werden analytisch sind
da ja die beiden Integrationspfade die beiden Pole von jeweils g; und g, nicht umschlingen. Die beiden
Integrale konnen wir nun mit dem Cauchy’schen Integralsatz auswerten:

g1(2) i . B 27y
7{1 = 1)dz =2mjgi(1) = ==

92(2) o
f{z m(k*?wyz( 1) =

Wir erhalten:

?{ f(z)dz =2mj

[e3

1.40 Verallgemeinerung der Cauchy’schen Integralformel

Die Integralformel von Cauchy lésst sich verallgemeinern. Leiten wir 178 ab, so erhalten wir:

=5 § OG-
£ = 5= $ (CDFQC — =) (-1)de
£ = 3 EDEDHEC— 2 (-D(-1de
1

f"(2) = (=D(=2)(=3)f()(C = 2) " (=1)(=1)(-1)d¢

2]

Definition: Cauchy’sche Integralformel Allgemein

Wenn eine Funktion f : D — C; D € C in ihrem Definitionsbereich ana-
lytisch ist, dann gilt fiir jede Kurve o welche im Innern des Definitionsbereiches
liegt:
n! f(¢ n
©) e = 1(2) (150

ﬁj «a (< - Z)n+1

Dabei ist f"(z) die n-te Ableitung der Funktion f(z)

1.41 Satz von Gaufs-Lucas
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1.42 Satz zur Partialbruchzerlegung

Definition: Satz von Gauf$-Lucas C.F.Gauss, 1816; F.Lucas, 1879

Ein komplexes Polynom P(z) mit dem Grad n hat die Nullstellen (; ... (,. Die
Nullstellen von P’(z) liegen dann in oder auf der konvexen Hiille welche die Null-
stellenmenge von P(z) aufspannt. Zu jeder Nullstelle o von P’(z) gibt es n reelle
Zahlen 0 < Ky, ..., K, mit den Eigenschaften:

zn:ﬁ,, =1; und a= zn:fil,(,, (181)
v=1 v=1

A Man kann sich die n Nullstellen ¢ als
neues Koordinatensystem vorstellen.
Die n Gewichte x miissen in Sum-
me 1 ergeben. Deshalb miissen die
Nullstellen von P’(z) in oder auf der

> Konvexen hiille der Nullstellenmen-
ge von P(z) liegen.

. Lo
4% ( a

Gs ¢S

Gegeben sei das Polynom P(z):
=C[[G~-¢) (182)

Die Ableitung ergibt sich dann nach der Produktregel:
CZ{HZ—CL } (183)
J \i#j

Nun schauen wir uns den Quotienten an und gehen davon aus, dass P’(z) und P(z) keine gemeinsa-
men Nullstellen haben:

P & =T
2) ‘;w—cy Z|z—<u|2 (184)

Da die Nullstellen des Nenners die Nullstellen des Polynoms sind konnen wir fiir den Term fordern:

ZZ_C" —0e (185)

Z = Cu|2
Z e Z\z—c E 150
Yooy
> - el (187)
v=1 =G P2
Die n reellen Zahlen k,, sind dann:
1
lz2—¢v|?
Ky = 1 (188)
D P

1.42 Satz zur Partialbruchzerlegung
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1.46 Laurentreihen

-

Die Partialbruchzerlegung ist ein wichtiges mathematisches Werkzeug sowohl zum integrieren als
auch zum zerlegen mathematischer Funktionen in einzelne standardisierte Blocke.

Ansatz - beweis ausstehend

Gegeben ist die folgende Funktion:

B x+5 _ Z(x)
I@) = e+ E=0 ~ N@) (189)

Wir versuchen nun die erste Polstelle durch einen additiven Term mit der selben Polstelle zu ersetzen
und ziehen deshalb den Term (131) von der Funktion ab. Dabei wéhlen wir den Parameter a so, dass

der Zéher Z(x) an der Stelle z = 1 eine hebbare Singularitit erzeugt:

fo(x) = f(x) — a_ _ r+5 _a :($+5)—a($+l)(x—4):

Zy(x
r—1 (z—1D(x+)(x—-4) x-1 (x—1)(x+1)(z —4) N,

(z
(

)
)
190)

Zur Erzeugung der hebbaren Singularitit fordern wir nun eine Nullstelle and der Stelle z = 1 oder
dquivalent dazu Z5(1) =0

Zy(1)=0=(1+4+5)—a(l+1)(1-4) & (191)
a=-1 (192)
Daraus ergibt sich der Zahler durch Einsetzen von a = —1

Zy(x)=(@+5)+(x+1)(x—4)=(z+5)+2° -3z —4=2"-2z+1=(x—1)(z—1) (193)
Wir erhalten:

-1 (x—1)(x—1) 1 z+5 (x—1) 1

fla) = fola) + — = @D+ )@-2) -1 (@-1De+D)@-24 @+D@-4 z-1

(194)

Durch wiederholte Vorgehensweise erhalten wir die Partialbruchzerlegung:

_§1+31_1
C5x—4 5x4+1 z-—1

f(z) (195)

Fiir konkrete Berechnungen von Partialbruchzerlegungen gibt es wesentlich einfachere Rechenschema-
ta. Dieser Rechenweg soll lediglich verdeutlichen weshalb eine Partialbruchzerlegung immer moglich
ist.

1.43 Potenzreihen

1.44 Der Potenzreihen Entwicklungssatz

1.45 Riemann’scher Hebbarkeitssatz
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1.47 Komplexe Abbildung

-

1.46 Laurentreihen

1.46.1 Fourierreihen

1.47 Komplexe Abbildung

Um komplexe Ableitungen zu verstehen, ist es verstandnisfordernd, sich ein Bild von der Funktion zu
machen. In unserem Fall bildet eine Fuktion f ein Gebiet G auf C ab (f : G — C). Man kann die
komplexe Funktion also als Transformation eines zweidinemsionalen Gebietes ansehen. Im Grunde ist
das dasselbe, wie im Reellen, nur dass wir keinen Zahlenstrahl haben, sondern ein Gebiet.

Ich beginne mit der einfachen Funktion w = f(z) = 2?. Dabeiist z = z + jy und w = u + jv.

w=zz=(z+jy)(x+jy) = (2> =) + 22y =u + jv &
U(IE?y) = ($2 - y2) A U(l’,y) = 2l'y
Dies lafst sich auch durch eine Matrix ausdriicken. Hierzu definieren wir eine Matrix:
a b
v=[e

Wir suchen nun eine Matrix zu folgender Gleichung:

u|l |22 =y |a b] |2

vl | 2zy | |c d| |y
Die Elemente von M erhalten wir durch die folgenden zwei Gleichungen:

ax +by =2* —y* &

=)
a=x—y|{—

Wir wéhlen b= —y

a=ux
Fiir die zweite Zeile der Gleichung machen wir dasselbe:

cx +dy =22y &

d
c=Yy (2 — )
T
Wir wihlen d ==z«

cC=1Y

f=la )=

Wie man sieht, ist die Abbildung zerlegbar in zwei Funktionen u(x, y) und v(x, y).

Wir erhalten die Matrix M zu:
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1.47 Komplexe Abbildung

[
-

\/

\/

z-Ebene w-Ebene

Die rechte Halbebene aus dem Definitionsbereich z fiillt den gesamten Bereich in w aus. Betrachtet
man die Funktion in Kugelkoordinaten so erhélt man:

r2 (cos (2¢.) + jsin (2¢.))

Nun wird klar, dass das Argument von z verdoppelt wird, womit tatsdchlich die rechte Halbebene ge-
niigt, um den Bereich von w zu fiillen. Um diese Funktion eindeutig invertierbar zu machen, darf der
Definitionsbereich die Gerade fiir z = 0 nicht enthalten ( im Gegensatz zur Abbildung). Die w Ebene
ist somit an der halbierten Geraden v = 0 A u < 0 geschlitzt.

Wir leiten nun die Funktion f(z) = 2? ab. Zuerst wird gepriift, ob die Ableitung existiert, also die
Cautchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sind. Dann wird die Ableitung gebildet. Wir
erhalten:
w = u(z,y) + jo(z,y) = 2 —y* + j(2zy)
ug(x,y) =22 vy(z,y) =2y
Uy(l‘,y) = _2y Uy(xay) =2z

Wie wir sehen, existiert die totale Ableitung der Funktion. Sie ist:

f'(z) =2z =2z+ j2y

Definition: Holomorphie
Eine komplexe Funktion ist holomorph, analytisch oder reguldr wenn sie in jedem
Punkt des Definitionsbereiches komplex differenzierbar ist.
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2.3 Wurzelfolgen

Anhang A 11

Beweise 2

2.1 Satz des Pythagoras
2.2 Spiegelung am Einheitskreis

2.3 Wurzelfolgen

Gegeben ist die rekursiv definierte Folge:

1 1
Zn+1:§ Zn+;

mit z € C— {0}
Zp = Tp + jyn

Es fragt sich nun, ob diese Folge konvergiert, und wenn ja gegen welche Zahl.

Im Hierfiir suchen wir nach einem Punkt fiir wel-
A chen z,,1; = z, gilt und somit:
/ !
Zn 2y, = Zpt1 — 2n =0 &
Z/ ’ 1 1 | 0
2z = — —_— = Z =
nZn+l n 2 Zn n And
.2
l=2z2 &
In(1)
Zn, =€ 2
" Re

Wir finden [1, —1] womit sie Kandidaten fiir Kon-
vergenzpunkte sind.
Nun fragt sich, fiir welche Anfangswerte 2, einer dieser beiden Punkte erreicht wird, und unter wel-
cher Anfangsbedingung jeweils —1 oder 1 erreicht wird.

Deswegen betrachten wir Zunichst das Argument der Folge in dem wir den Realtiel und den Imagi-
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2.3 Wurzelfolgen

-

nédren Teil als getrennte Funktionen schreiben.

(=)
Zn+1 = 3 Zn+7 =

2 Zn,
1 <wn(a:i +yi) + jyn(T) +Yp) + T0 — Jyn )
Fntl = 9 2 2 =
x2 +y2

T I -+ 7,)Jrz
el ] _ {Re{znﬂ}]

Yo (22 +y2) —n Im{z,.1}
x2+y2

Tp+1 _ 1

Ynt1 2
Nach dem der Term in den Realteil und den Imaginarteil zerlegt ist, kann das Argument berechnet
werden:

Im(ZnJrl))
A =atan2 | ———
rglner) = atan <R€(zn+1) <

Arg(zn.1) = atan2 <xn(x% ) Tz

Argtean) = atand (P (800

Wenn also:

Arg(z,) = atan2 (y”>
Ty

das Argument bei n ist, so erhalten wir das Argument an der Stelle n + 1 durch:

e ()= 1))
Argtenn) = otan (2 (52005

o Es wird nun (22 + y2) mita € R A a > 0 substi-
tuiert.

a—1

a+1

fla) =

fla) = =2 Fir die kleinste Zahl von f(a) erhalten wir
lim, o f(a) = —1. Natiirlich gilt f(a) < 1 auch
1 fur grofle a, da der Zahler immer kleiner ist als
_— der Nenner. Und somit gilt | f(a)| < 1. Der Term

- %((xiwi)—l)

zo \ (2] +y7) + 1

wird fiir wachsendes n betragsmafiig kleiner,
insbesondere auch bei einem Vorzeichenwechsel
— a < 1. Sehr negativ féllt auf, dass der Vorzei-
fte>0 _—— chenwechsel im Nenner fiir 22 + > < 1 nur
dem Nenner, also y,, zugerechnet werden darf.
Ansonsten erhdlt man falsche Ergebnisse. Das ist
Res0 eine unschonheit der Mathematik da der Arku-

—_— stangens nur als komplexe Funktion einen Sinn
macht, und nicht als reelle Veranderliche.

Re <0

ol

55

Re <0

Im linken Bild wird sich also fiir ein beliebiges * im folgenden Schritt ein |+ | < & | einstellen, und
somit im Inneren des eingezeichneten Belsplelberelches liegen. Je nach dem ob x,, > 0 oder ob x,, < 0
ist, konvergiert das Argument der Folge somit gegen 0 oder |7|. Man beachte das £ in der z,, Ebene
zusammenfallen. Fiir den Fall 22 + y2 = 1 konvergiert das Argument vollstindig im néchsten Schritt.
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2.3 Wurzelfolgen

Ist der Realteil Re = 0 so bleibt die Phase gleich. Die Null haben wir aus dem Definitionsbereich
herausgenommen, da eine Division durch null nicht definiert worden ist. Der Folgeschritt auf z, = j
oder z,, = —j trifft genau die Null und fiihrt somit zu einem nicht definierten Ergebnis. Betrachtet man
den Betrag, so sieht man dass dieser zu 22 + y2 = 1 konvergiert und somit erhalten wir die beiden
Konvergenzpunkt £1.

Wahlt man fiir die 1 eine beliebige Zahl A so erhalten wir als Konvergenzpunkte mit gleicher Vorge-
hensweise:

Zn
2
A=z &
in(A)
Zn, =€ 2

so zeigt sich, dass die Konvergenzpunkte v/A sind.
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